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BARBOSA, BRUNA DE SOUZA SENE. Geometria ndo euclidiana de curvatura
positiva: uma proposta de sequéncia didatica. 2017. 165 f. Trabalho de Concluséo
de Curso (Mestrado Profissional em Ensino) — Universidade Estadual do Norte do
Paranda, Cornélio Procopio, 2017.

RESUMO

Esta pesquisa visa investigar como se d& a elaboracdo de uma Sequéncia Didatica
para 0 Ensino da Geometria ndo Euclidiana de curvatura positiva — Geometria
Esférica, segundo a abordagem metodolégica de ensino histérico-epistemoldgica
voltada para alunos da 12 série do Ensino Médio. Para isto, foram utilizados
encaminhamentos metodologicos de Pesquisa, Ensino, Sequéncia Didatica e
Andlise dos Dados. A relevancia desta dissertacéo, e do produto elaborado, deve-se
ao fato de que, embora a Geometria ndo Euclidiana, sobretudo a Geometria Esférica
esteja presente nos conteddos estruturantes das Diretrizes Curriculares da
Educacdo Basica de Matematica € pouco abordada em sala de aula. Portanto, a
elaboracdo de um estudo e de uma Sequéncia Didatica que contemplem este
assunto, contribui para a disseminacdo do conhecimento matematico. A pesquisa,
de natureza qualitativa, busca levantar os trabalhos ja desenvolvidos envolvendo o
tema, por meio de uma Revisdo Sisteméatica de Literatura. Para a elaboragdo da
Sequéncia Didatica, nos apoiamos em Zabala e elaboramos atividades voltadas
para o ensino de estudantes que cursam o Ensino Médio. A abordagem
metodoldgica de ensino utilizada foi a histérico-epistemoldgica, uma vez que esta é
capaz de dar sentido a aprendizagem de conteidos matematicos. Os dados foram
analisados a luz da Analise Textual Discursiva, proposta por Moraes e Galiazzi. A
Sequéncia Didatica (produto educacional) foi aplicada no Colégio ECEL, situado na
cidade de Bandeirantes-PR, a uma turma da 12 série do Ensino Médio composta por
vinte e cinco alunos. Os resultados foram satisfatérios visto que a maioria dos alunos
analisados desenvolveram as atividades de maneira adequada; afirmaram que a
abordagem metodolégica de ensino Histérico-Epistemolédgica viabilizou a
aprendizagem; e, concordam que a abordagem histérico-epistemoldgica articulada
com a estratégia de jogo gerou efeitos positivos na aprendizagem. A partir dos
resultados expressivos, podemos afirmar que o Produto Educacional desenvolvido a
luz da abordagem histérico-epistemoldgica foi eficiente no ensino da Geometria de
curvatura positiva.

Palavras-chaves: Geometria nao Euclidiana. Curvatura positiva. Geometria
Esférica. Abordagem histérico-epistemoldgica. Sequéncia Didatica.



BARBOSA, BRUNA DE SOUZA SENE. Non-Euclidean geometry of positive
curvature: a proposal of a didactic sequence. 2017. 165 p. Course Completion Work
(Professional Master's in Teaching) - Northern State University of Parana, Cornélio
Procépio, 2017.

ABSTRACT

This research aims to investigate the elaboration of a Didactic Sequence for teaching
non-Euclidean Geometry with Positive Curvature - Spherical Geometry - based on
the methodological approach of historical-epistemological teaching directed to
students in the 1st grade of High School. To do so, methodological referrals of
Research, Teaching, Didactic Sequence and Data Analysis were used. The
relevance of this dissertation and the elaborated product is that even though non-
Euclidean Geometry, especially Spherical Geometry, is present in the structuring
contents of the Basic Mathematics Education Curriculum Guidelines, it is still little
discussed in class. Therefore, the elaboration of a study and a Didactic Sequence
that takes this topic into account contributes to the dissemination of mathematical
knowledge. This qualitative research presents works concerning this topic, by means
of a Systematic Review of Literature. The elaboration of the Didactic Sequence and
its activities directed to the teaching of high school student was based on Zabala's
studies. The methodological approach of teaching used was the historical-
epistemological one since it could give meaning to the learning of mathematical
contents. The data were analyzed from a Discursive Textual Analysis, proposed by
Moraes and Galiazzi. The Didactic Sequence (educational product) was used at
ECEL School, which is located in the city of Bandeirantes - PR, in a high school 1st-
grade class composed of twenty-five students. The results were satisfactory once
most of the analyzed students developed the appropriately. Those students
considered that the methodological approach of Historical-Epistemological teaching
made learning possible and agreed that the historical-epistemological approach
articulated with the game strategy generated positive effects in learning. From the
expressive results, we can claim that the Educational Product developed from the
historical-epistemological approach was efficient in the teaching of geometry of
positive curvature.

Keywords: Non-Euclidean geometry. Positive curvature. Spherical Geometry.
Historical-epistemological approach. Didactic Sequence.
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INTRODUCAO

Faz-se necessario, em nossa pratica docente, utilizar-se de
diferentes metodologias de ensino para trabalhar conteddos em sala de aula de
modo que envolva os alunos e os motivem aprender. Para tanto, ao ensinar um
conteudo matematico alguns questionamentos devem ser levados em consideracao,
tais como: quando, onde, porque e em qual contexto determinado conteudo originou-
se e quais eram as necessidades da época para que tal descoberta tenha ocorrido.

Nesta direcdo a abordagem metodolégica de ensino histérico-
epistemoldgica tem apontado respostas satisfatérias a algumas destas questdes.

De acordo com D’amore (2007b, p. 3) uma concepcao

epistemoldgica é:

um conjunto de convicgbes, de conhecimentos e de saberes
cientificos, os quais tendem a dizer o que sdo os conhecimentos dos
individuos ou de grupos de pessoas, como funcionam, os modos de
estabelecer sua validade, bem como adquiri-los e entdo de ensina-
los e aprendé-los.

Ainda segundo o autor, o trabalho epistemolégico define-se como
“‘uma tentativa de identificar e de unificar concepcdes epistemoldgicas diferentes
relativas a determinadas ciéncias, a movimentos intelectuais, a grupos de pessoas,
a instituicdes, ou a culturas” (D’AMORE, 2007b, p. 3).

Assim, utilizar a abordagem histérico-epistemolégica no Ensino da
Matematica é fundamental para que o discente compreenda a natureza da disciplina
e sua relevancia no desenvolvimento da sociedade.

Desta forma, o presente estudo buscara responder a pergunta: A
abordagem historico-epistemologica constitui uma metodologia que viabiliza o
ensino da Geometria ndo Euclidiana de curvatura positiva a alunos da 12 série do
Ensino Médio?

Considerando tal questionamento definimos como objeto de estudo
a Geometria de Curvatura Positiva, também conhecida como Geometria Esférica,
prevista nas Diretrizes Curriculares de Matematica do Estado do Parana como
conteudo basico.

Com o intuito de salientar a importancia deste assunto e cooperar

com sua disseminagdo no Ensino Médio, definimos como objetivo geral de nossa
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pesquisa investigar como se d& a elabora¢cdo de uma Sequéncia Didatica para o
Ensino da Geometria ndo Euclidiana de curvatura positiva — Geometria
Esférica, segundo uma abordagem metodoldgica historico-epistemoldgica,
voltada a alunos da 12 série do Ensino Médio.
A partir desse objetivo geral, elegemos como objetivos especificos:

e Desenvolver estudos teoricos acerca da Geometria ndo Euclidiana,

especificamente da Geometria Esférica;

e Investigar a abordagem histérico-epistemoldgica enquanto campo de

pesquisa tedrica e abordagem metodoldgica de ensino;

e Pesquisar aspectos tedricos da sistematizacdo da didatica da

Matematica,;

e Elaborar uma sequéncia didatica envolvendo o conhecimento da

Geometria Esférica, levando em consideracéo os preceitos da didatica

da Matemaética;

e Realizar a andlise dos dados oriundos da aplicacdo da sequéncia

didatica, a luz da Analise Textual Discursiva.

O Ensino das Geometrias na Educacdo Basica configura-se como um
conteudo de extrema importancia, capaz de “desenvolver habilidades ligadas a
forma, espaco, distancia, percepcgdes, entre outros, permitindo uma maneira de
compreender, descrever e representar organizadamente, o mundo no qual vivemos”
(CARVALHO; TUCCI, 2011, p. 3).

Apesar dos beneficios e da importancia de trabalhar as Geometrias na
Educacdo Basica, pesquisas evidenciam que seu ensino se encontra muito
condensado. Segundo Lorenzato (1995), os professores deixam o0 ensino de
Geometria em segundo plano por falta de formacédo adequada, dando prioridade a
conteudos algébricos e aritméticos.

Quando nos referimos a Geometria Euclidiana, apesar dos percalgos
em seu ensino, € possivel constatar progressos ocorridos atualmente, pois de
acordo com Pais (2006) o contetdo ja ndo € mais apresentado no final do livro
didatico. Hodiernamente esse assunto encontra-se no inicio ou distribuido ao longo
de todo o livro, o que colabora para oferecer a devida importancia ao conteudo.

Porém, o autor deixa claro que apenas a alteracéo da localizacdo do contetddo no
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livro ndo € suficiente, devendo o educador apresentar atitudes pedagdgicas
favoraveis a valorizacdo da matéria.

O ensino das Geometrias nao Euclidianas depara-se com obstaculos
ainda maiores. Muito embora esteja inserido nas Diretrizes Curriculares da
Educacdo Basica — DCE (PARANA, 2008), da Rede Publica Estadual, como
conteddo a ser abordado na disciplina de Matematica, ainda é pouco trabalhado em
sala de aula, resultando no desconhecimento do aluno em relacdo ao assunto e na
negligéncia de professores que ndo dao a ela o devido tratamento.

Dentre as diferentes Geometrias ndo Euclidianas que deveriam ser
abordadas no Ensino Médio, encontram-se a Geometria Esférica, Hiperbdlica,
Geometria dos Fractais e Geometria Projetiva. Tais Geometrias, segundo as DCE,

devem conduzir o aluno para que 0 mesmo:

perceba as diferentes necessidades das geometrias ndo euclidianas
para a compreensao dos conceitos geométricos, quando analisados
em planos diferentes do plano de Euclides; compreenda a
necessidade das geometrias ndo euclidianas para o avan¢co das
teorias cientificas; articule ideias geométricas em planos de curvatura
nula, positiva e negativa; conhega os conceitos basicos da Geometria
Eliptica®; Hiperbdlica e Fractal (PARANA, 2008, p. 81).

De acordo com as Diretrizes Curriculares, a Geometria Eliptica deve

se fundamentar por meio

[...] do seu desenvolvimento histérico e abordar: postulado de
Riemann; curva na superficie esférica e discutir o conceito de
geodésia; circulos maximos e circulos menores; distancia na
superficie esférica; angulo esférico; triangulo esférico e a soma das
medidas de seus angulos internos; classificacdo dos triangulos
esféricos quanto a medida dos lados e dos angulos; os conceitos
referentes a superficie da Terra: polos, equador, meridianos,

paralelos e as dire¢cbes de movimento (PARANA, 2008, p. 57).

Apesar da orientacdo em se trabalhar com o conteudo, os
educadores poucas vezes utilizam-no em sua pratica e, de acordo com Brum e

Schuhmacher (2013), um dos fatores associado a objecdo em trabalhar com a

1 “Felix Klein (1849 — 1925) chamou a geometria da esfera geometria eliptica; a geometria
euclidiana, geometria parabdlica; e & geometria de Lobachevsky, geometria hiperbdlica” (KATZ,
2010, p. 1021). Embora nas DCEs a Geometria de curvatura positiva seja denominada como
Geometria Eliptica, optamos por denomina-la como Geometria Esférica.
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Geometria Esférica em sala de aula esta atrelado a formacédo inicial deficitaria do
professor, pois os cursos de Licenciatura em Matematica ndo incluiam em suas
ementas as Geometrias ndo Euclidianas.

Como se ndo bastasse a formacdo insuficiente, Brum e
Schuhmacher (2013) enfatizam o fato de que a maioria dos professores apoiam-se
demasiadamente no livro didatico para preparar suas aulas, o que se configura um
problema, pois grande parte destes livros ndo faz mencdo as Geometrias nao
Euclidianas.

Levando em consideracdo a presenca timida ou até a auséncia
desse assunto na Educacdo Bésica, foi realizada uma Revisdo Sistematica de
Literatura?, para averiguar como a Geometria ndo Euclidiana vem sendo trabalhada,
desde sua insercao nas Diretrizes Curriculares de Matematica, no ano de 2008, até
os dias atuais, no Banco de Teses e Dissertacdes e em periddicos da area de
Ensino, como detalhado a seguir, em diferentes bases de dados.

A primeira pesquisa ocorreu no Banco de Teses e Dissertacdes da
Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), por meio
do processo de busca manual no periodo compreendido entre 2006 e 2016. O
rastreamento foi realizado com os descritores “Geometria ndo Euclidiana” obtendo
um total de 29 registros; com os descritores “Geometria Esférica” foram encontrados
65 registros. Dentre os 94 trabalhos publicados com a tematica, apenas 13
articulavam a Geometria Esférica com a Matematica, visto que foram excluidos
aqueles que relacionavam a Geometria Esférica com a Geografia, bem como
agueles cujo foco estava voltado para outras Geometrias ndo Euclidianas, a saber:
Geometria Hiperbdlica, Fractal e Projetiva. Os trabalhos encontrados estédo

elencados no Quadro 1.

2“A Revisdo Sistematica de Literatura &€ uma forma de pesquisa que utiliza como fonte de dados a
literatura sobre determinado tema” (SAMPAIO, MANCINE, 2007, p. 84).
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Quadro 1 — Trabalhos do Banco de Teses e Dissertacdo da CAPES

Titulo Autor/Ano Programa/
Universidade
PPGECIM —
Abordagem de Conceitos de Geometria Wanderley Pivatto Universidade
Esférica e Hiperbdlica no Ensino Médio Brum Regional de
Usando uma Sequéncia Didatica (2013) Blumenau
PROFMAT —

Geometria Esférica: Propostas de
Sequéncias Didéticas Interdisciplinares

Leandro de Jesus Dueli
(2013)

Universidade Federal
de Juiz de Fora, Rio
de Janeiro

Geometria Esférica: Uma Proposta de

Idelmar André Zanella

PROFMAT -
Universidade

Atividades com Aplicacbes (2013) Estadual de Londrina
PROFMAT -
Geometria Esférica: Proposta de Luciane Hein Universidade Federal
Atividades em Conexdo com a (2013) Rural de
Geografia Pernambuco, Rio de
Janeiro
PPGECNM/CCET -

Geometrias nao Euclidianas como

Ana Karla Silva do

Universidade Federal

Anomalias: Implicacdes para o Ensino Nascimento do Rio Grande do
de Geometria e Medidas (2013) Norte, Natal
PPGEM -

Geometrias nao-euclidianas na escola:
Uma Proposta de Ensino Através da
Geometria Dinamica

Ricardo Silva Ribeiro
(2013)

Universidade Federal
do Rio Grande Do
Sul, Porto Alegre

Paulo Airton Cordeiro

PROFMAT -
Fundacéao

Tridangulos Esféricos de Souza Universidade Federal
(2013) do Piaui, Rio de
Janeiro
PROFMAT —

Geometria Esférica

Mario José Vieira
(2013)

Universidade Federal
do ABC, Santo André

Uma Abordagem de Geometrias Nao
Euclidianas na Educacao Basica:
Geometria Esférica

Osnildo Andrade
Carvalho
(2014)

PROFMAT -
Instituicdo de Ensino:
Universidade Federal

do Recbncavo da
Bahia, Rio de Janeiro

Geometria Esférica: uma proposta de

Marcello Pereira

PROFMAT -
Universidade Federal

estudo e atividades para a escola Gomes Fluminense, Rio de
béasica (2014) Janeiro
PROFMAT -
Rodson da Silva Fundagéo
Elementos da Trigonometria Triangular Santos Universidade Federal
Esferica (2014) De Roraima, Rio de
Janeiro
PROFMAT -

Geometrias Hiperbolica e Esférica:
uma proposta didatica baseada na
resolucdo de problemas

Anna Barth Gimenes
Oliveira
(2015)

Universidade
Estadual de Londrina
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PROFMAT -
Instituicdo de Ensino:
Uma introducdo a Geometria Esférica Welder Dan Silva Universidade
(2015) Estadual Paulista

Julio De Mesquita
Filho - Rio Claro, Rio
de Janeiro

Fonte: Os Autores (2017)

Em geral, as dissertacbes encontradas fazem relacdes entre a
Geometria Euclidiana e as Geometrias ndo Euclidianas e propdem uma Sequéncia
de Atividades para auxiliar o professor de Matemética em seu oficio.

Para a segunda pesquisa, selecionamos Periédicos de relevancia no
cenario nacional cujo foco e escopo estavam voltados ao Ensino de Matematica,
compreendendo o periodo de 2005 a 2016, classificados no Periddicos CAPES —
Qualis 2014, como Al, A2 e B1.

No Quadro 2 elencamos os Periddicos nas quais a pesquisa foi

realizada, bem como a quantidade de artigos consultados.

Quadro 2 — Quantidade de artigos pesquisados e selecionados em Periddicos

Revi Artigos Artigos
evista . )
pesquisados selecionados
BOLEMA:
Boletim de Educacédo Matematica (Al) 537 04
Ciéncia e Educacéo
(A1) 515 00
Ensaio: Pesquisa em Educacdo em
Ciéncias 257 00
(A2)
IENCI: InvestigagOes em Ensino de
Ciéncias 284 00
(A2)
Revista Brasileira de Pesquisa em
Educacéo em Ciéncias 272 00
(A2)
REVEMAT: Revista Eletronica de
Educacdo Matemética 182 00
(B1)
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Zetetiké: Revista de Educacéao

Matematica 196 02
(B1)
Total 2243 06

Fonte: Os Autores (2017)

Encontramos 06 artigos com as tematicas “Geometria nao
Euclidiana” ou “Geometria Esférica”, publicados em 07 periddicos cientificos
nacionais das areas de Ensino. Os artigos pesquisados representaram
aproximadamente 0,3% do total de 2.243 artigos publicados no periodo, o que revela
a quantidade infima de publicacées que abordam o tema.

Com os dados levantados nota-se a presenca timida, e até a
auséncia do estudo das Geometrias ndo Euclidianas, ndo somente na Educacéo
Bésica, bem como nos cursos de Licenciaturas em Matematica e livros didaticos,
mas também nas pesquisas cientificas realizadas na ultima década, o que impede o
contato de alunos e futuros professores com as diferentes Geometrias.

Com a intencéo de contribuir para amenizar o contexto ora descrito,
a Geometria ndo Euclidiana, com énfase na Geometria Esférica, foi definida como
tema desta pesquisa, a fim de salientar sua importancia e colaborar para sua
disseminacao.

Apoés a justificativa da pesquisa, sistematizamos os capitulos que
compdem a dissertagao:

o Capitulo 1: apresentamos a fundamentacdo tedrica,
englobando o desenvolvimento das Geometrias ndo Euclidianas, iniciando com as
discussées em torno do quinto Postulado de Euclides até desencadear na
Geometria Esférica. Neste interim, sdo abordados os cuidados necessarios para
desenvolver uma pesquisa histdrica.

o Capitulo 2: abordamos os aportes tedrico-metodoldgicos de
ensino, envolvendo a Didatica da Matematica — cujo objetivo é desconstruir a ideia
de que para ensinar Matematica, basta saber Matemética. A abordagem histérica e
a abordagem histérico-epistemoldgica sao apresentadas como procedimentos

metodoldgicos para o ensino da Matematica.
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o Capitulo 3: apoiados em Zabala (2010), o capitulo envolve o
conceito, as caracteristicas de uma Sequéncia Didatica, a tipologia dos contetdos
gue devem ser abordados e como se da a avaliacdo dos mesmos.

o Capitulo 4: apresentamos o perfil dos sujeitos da pesquisa,
bem como a descricdo das atividades contempladas na Sequéncia Didatica.

o Capitulo 5: exibimos na integra a Sequéncia Didatica
envolvendo as Geometrias ndo Euclidianas, com énfase na Geometria Esférica, a
luz da abordagem historico-epistemoldgica.

o Capitulo 6: apresentamos a analise dos dados a luz da Analise
Textual Discursiva, apoiados em Moraes e Galiazzi (2014). De acordo com cada
categoria estabelecida expomos os fragmentos das atividades realizadas pelos
alunos, bem como as sinteses reflexivas elaboradas pelos pesquisadores.

o Consideragbes Finais: expusemos as reflexdes acerca da
realizacdo da pesquisa.

No item seguinte, Fundamentagdo Teodrica, iniciamos com a

apresentacao da abordagem metodolégica assumida neste trabalho.
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1 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

1.1 ABORDAGEM METODOLOGICA DE PESQUISA

As pesquisas qualitativas, de acordo com Godoy (1995), visam
responder questdes que abrangem as relacdes sociais entre os individuos. Desta
forma, “um fendmeno pode ser mais bem observado e compreendido no contexto
em que ocorre e do qual é parte” (GODOQY, 1995, p. 62). Assim, o pesquisador deve
ter consciéncia de que ele mesmo far4 o papel de observar, coletar e interpretar os
dados coletados para o desenvolvimento da pesquisa.

Com o objetivo de compreender amplamente o tema investigado,
qualquer fato é relevante e deve ser examinado com cautela, pois para o referido
autor, “os pesquisadores qualitativos estdo preocupados com o processo e nao
simplesmente com os resultados ou produto”. Para tais pesquisadores é relevante
fazer uma investigacdo abrangente, visando a assimilacdo de todas as fases que
uma pesquisa exige.

Levando em consideragcdo o tema estabelecido e o0s objetivos
planejados para nossa investigacdo, decidimos desenvolver uma pesquisa de
natureza qualitativa de cunho bibliografico, a partir de materiais ja publicados, como
livros, artigos cientificos, teses, dissertacfes, anais, dicionarios, enciclopédias,
jornais, revistas, entre outros.

Este tipo de pesquisa € de fundamental importancia, sobretudo
guando engloba fatos muito afastados pelo espaco ou tempo. Desta forma, Gil
(2002, p. 45), defende que “a pesquisa bibliografica também ¢é indispensavel nos
estudos histéricos. Em muitas situacdes, ndo ha outra maneira de conhecer os fatos
passados se ndo com base em dados bibliograficos”.

No préoximo item, discorreremos a respeito dos cuidados

historiograficos necessarios para desenvolver uma pesquisa.
1.1.1 CUIDADOS HISTORIOGRAFICOS
Realizar uma sintese histérica ndo é uma tarefa facil de ser

executada. E necessario cercar-se de alguns cuidados para produzir uma pesquisa

relevante e séria.
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O primeiro desafio refere-se a escolha do tema a ser pesquisado,
este ndo deve ser demasiadamente explorado por outros pesquisadores, nem deve
ser um assunto pouco abordado, correndo o risco de se elaborar uma pesquisa
muito limitada por falta de documentacao que viabilize seu desenvolvimento.

Além disso, Martins (2005, p. 308), nos orienta que:

Em uma pesquisa, ndo faz sentido repetir coisas que ja foram feitas,
ou chegar a conclusdes ja aceita por todos, sem acrescentar nada de
novo. Uma pesquisa deve procurar trazer novos conhecimentos
histéricos ou criticar e corrigir conhecimentos antigos.

Um assunto a ser investigado depende muito do enfoque
determinado para o seu desenvolvimento. Sobre um mesmo tema pode-se elaborar
inmeros trabalhos que possuem questdes distintas e relevantes para a comunidade
cientifica.

Apo6s a escolha do assunto — que, segundo Martins (2005), deve ser
um que ndo seja completamente desconhecido pelo autor a fim de evitar problemas
futuros — é necessario realizar um levantamento das pesquisas historiograficas ja
elaboradas para ter no¢do do que ja foi levantado e definir um tema relevante para a
pesquisa.

O interesse do autor em relacdo ao assunto é um ponto que deve
ser levado em consideracéo, além do nivel de conhecimento que se tem sobre ele,
pois em geral as pesquisas sao realizadas em curto prazo.

As fontes utilizadas no desenvolvimento de uma sintese historica
sdo muito relevantes, podendo ser primarias ou secundarias, desde que sejam
seguras. As fontes primarias sdo os trabalhos originais escritos na época em que a
pesquisa foi desenvolvida, chamados também de manuscritos. As fontes
secundarias sao trabalhos desenvolvidos a partir da leitura e estudo de obras
originais, contendo concepc¢des e observacdes a respeito das fontes priméarias, tais
como biografias, teses e dissertacdes, artigos cientificos, entre outros. Ha ainda as
fontes terciarias, contudo essas fontes ja se encontram um pouco mais distantes das
fontes originais e sofridas duas interpretacdes (interpretacao e reinterpretacdo dos
manuscritos). Desse modo, para um trabalho cientifico, € interessante a utilizagédo

das duas primeiras fontes, quando possivel.
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Todos os cuidados elencados devem ser considerados no
desenvolvimento de uma sintese historica, j& que esses trabalhos referem-se a uma
reconstrucdo de fatos que ocorreram h& muitos anos e estdo sujeitos a
interpretacbes errbneas. Martins (2005) afirma que esses trabalhos podem

apresentar alguns problemas, tais como:

O primeiro deles consiste em uma Historia da Ciéncia puramente
descritiva, repleta de datas e informacdes que ndo tém qualquer
relevancia para aquilo que esta sendo estudado. Este tipo de Histéria
da Ciéncia apresenta, muitas vezes, alguns individuos como génios
gque tiraram suas ideias e contribuicbes do nada e outros como
verdadeiros imbecis que faziam tudo errado. Passa ao leitor uma
visdo completamente distorcida do processo de construcdo do
pensamento cientifico (MARTINS, 2005 p. 314).

E necessario considerar apenas as informacées relevantes e ignorar
as irrelevantes, tais como fatos pessoais que nada se relacionam com o
desenvolvimento do conhecimento cientifico. Outro cuidado € com o0s sujeitos
envolvidos, pois ndo € prudente rotular os individuos que discordavam dos novos
conhecimentos que estavam se desenvolvendo, visto que tinham seus argumentos e
por vezes, eram muito bons.

Outro problema que deve ser evitado nas pesquisas histéricas € o
anacronismo, que segundo Martins (2005, p. 314), consiste em “estudar o passado
com os olhos do presente”. Ndo se deve julgar os acontecimentos levando em
consideracdo os conhecimentos que foram adquiridos muito posteriormente. E
preciso considerar 0s recursos, contextos sociais e conhecimentos disponiveis na
época para reconhecer a genialidade de muitos pesquisadores.

Outra situacdo errbnea é utilizar a Histéria da Ciéncia de maneira
ideoldgica, isto €, em apoio a propdésitos nacionalistas, politicos ou religiosos. Para
isso, torna-se imprescindivel evitar o chamado apudismo?, usado quando uma
pessoa ndo busca os trabalhos originais e se baseia em trabalhos secundarios ou
terciarios no desenvolvimento de sua pesquisa e, desta forma acaba por validar
informacdes presentes nestes trabalhos sem antes conferi-las nas fontes primarias,
colaborando para a disseminacédo de erros de interpretacdes que podem ocorrer.

Desta forma, Martins (2005, p. 315) afirma que:

3 Termo utilizado por Martins (2005) ao se referir ao ato de nédo acessar diretamente a fonte citada,
mas sim o texto de um autor que cita outro autor.
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Toda narracdo historica € uma selecdo ou recorte da histéria. Ao
fazer este recorte, o historiador pode selecionar e descrever apenas
os fatos que corroborem seu ponto de vista e ocultar os fatos que
entrem em conflito. Neste caso, ele ndo estara apresentando as
ideias daquele estudioso de forma fiel, pois estar4 omitindo aspectos
importantes e sua narrativa sera tendenciosa.

Nesta dissertacdo, procuramos evitar os erros historiograficos e
respeitar as orientagcdes de Martins (2005). Selecionamos, em fontes seguras, um
assunto e uma abordagem metodolégica que ndo sdo tdo discutidos em
dissertacdes, teses e artigos cientificos, como comprova a revisao sistematica.

As fontes utilizadas para a elaboracédo desta pesquisa sdo seguras,

partindo de livros, artigos cientificos, teses e dissertacdes.

1.2 POSTULADOS DE EUCLIDES

Euclides de Alexandria, viveu por volta de 325 a. C. e 260 a. C., e foi
um dos matematicos mais célebres da Antiguidade. Presume-se que tenha
frequentado a escola platbnica de Atenas por volta de 300 anos a.C. e sua obra
mais famosa € a intitulada Os Elementos, a qual trata de Geometria Plana e
Espacial e Teoria dos NUumeros, é ainda muito utilizada na era contemporanea.

A obra completa, € constituida de quatrocentos e sessenta e cinco
proposicdes divididas em treze livros. Os primeiros seis, referem-se a geometria
plana, seguido de trés livros que tratam da Teoria dos NUmeros, um livro sobre 0s
Incomensuraveis e por fim, trés tratando da Geometria no Espaco (EVES, 2011).

Os Elementos de Euclides foi, e ainda €, considerada uma obra de
grande valia e, segundo Eves (2011), apos a primeira edicdo de Os Elementos, no
ano de 1.482, em Veneza, mais de mil edi¢cGes foram produzidas; por mais de dois
mil anos esta foi a obra predominou no ensino de Geometria. Tado grandiosa é a obra
de Euclides que nenhum trabalho, com excecdo da Biblia, foi tdo amplamente
estudado, nem exerceu tamanha influéncia na comunidade cientifica.

A obra Os Elementos compreende um compéndio dos
conhecimentos matematicos gregos ja existentes até aquela época, ou seja,
Euclides reuniu o que ja era conhecido e distribuiu ao longo dos treze livros além de

suas proprias contribuicbes (KATZ, 2010).
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O Livro | apresenta 23 definicbes, 5 no¢cdes comuns (axiomas), 0S
famosos 5 postulados e 48 proposicdes (teoremas), todos se tratando da Geometria
Plana. “As definicbes, axiomas [...] e postulados ndo possuem demonstracao e
devem ser admitidos. As proposicfes, ou teoremas, sdo provadas a partir de
definigbes, postulados, no¢gbes comuns e teoremas anteriores, atraves do método
dedutivo” (SILVA, 2006, p. 5).

Neste trabalho, destacaremos apenas 0s cinco postulados presentes

no primeiro livro de Euclides, a saber:

l. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo
ponto.

Il. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre
uma reta.

Ill.  E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

IV. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

V. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos
interiores e do mesmo lado menores que dois retos, sendo
prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontram-se no lado no
gual estdo os menores do que dois retos (EUCLIDES, 2009, p. 98).

O primeiro Postulado mostra que é possivel tracar uma reta entre
dois pontos e o segundo revela que uma determinada reta pode ser prolongada
infinitamente. O terceiro refere-se a construcdo de uma circunferéncia cujo centro
encontra-se em qualquer ponto e cujo raio possui qualquer medida. O quarto foi
necessario para dar sentido ao quinto, visto que, ao anunciar que todos os angulos
retos sdo iguais, toma-se o angulo reto (90°) como medida padréo para os angulos.
Ja o quinto Postulado afirma que duas retas ndo paralelas, se encontrardo em algum
ponto ao serem prolongadas (KATZ, 2010).

Dentre os Postulados enunciados por Euclides, o quinto foi o mais
polémico (COUTINHO, 2001), pois seu texto ndo era de simples compreenséo.
Desta maneira, foram diversos os matematicos que trabalharam durante mais de
2000 anos em busca de sua classificacdo, a fim de certificar-se se tratava de um
postulado ou de um teorema, passivel de demonstragédo. A Figura 1 esboga o quinto
Postulado de Euclides, tal como foi previsto originalmente.



28

Figura 1 — Esboco | do quinto Postulado

1

Fonte: Coutinho (2001, p. 34)

O quinto Postulado e seu esboco exibida na Figura 2 é apresentado
por Katz (2010, p. 80) da seguinte forma:

Se uma linha recta cai em duas linhas rectas, de forma a que os dois
angulos internos de um mesmo lado sejam menores que dois
angulos rectos, entdo as duas linhas rectas, se forem prolongadas
indefinidamente, encontram-se no mesmo lado em que os angulos
sdo menores que dois angulos rectos (KATZ, 2010, p.80).

Figura 2 — Esboco Il do quinto Postulado

4

Fonte: Katz (2010, p. 81)

O quinto Postulado, conhecido mais tarde como postulado das
paralelas, também pode ser expresso por: “Por um ponto fora de uma reta dada nao
ha mais do que uma paralela a essa reta” (EVES, 2011, p. 539). Este substituto
proposto por John Playfair (1748-1819) € o mais utilizado, inclusive nos livros

didaticos, por ser de facil compreenséo.
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A discusséo a respeito do quinto Postulado € muito antiga. Ptolomeu
| (século 1) ja tentava demonstrd-lo como um teorema, assim como Girolamo
Saccheri (1667-1733), Johann Heinrich Lambert (1728-1777), Carl Frederich Gauss
(1777-1855), Janos Bolyai (1802-860) e Nikolai Lobachevsky (1793-1856).

De acordo com Eves (2011), Girolamo Saccheri foi um jesuita autor
da primeira publicacdo, em 1773, de um estudo de fato cientifico a respeito do quinto
Postulado de Euclides. Enquanto lecionava retorica, filosofia e teologia no Colégio
Jesuita em Mildo, ficou fascinado com o método de reducéo ao absurdo* presente
na obra de Euclides Os Elementos. Anos mais tarde, publicou seu livro intitulado
como Logica Demonstrativa, no qual apresentava o método de Reduc¢éo ao Absurdo
na légica formal.

Quando Saccheri lecionou na Universidade de Pavia, publicou um
livro intitulado Euclides Livre de Toda Imperfeicdo, cujo conteddo girava em torno da
aplicacdo do método de Reducdo ao Absurdo no estudo do quinto Postulado de
Euclides. No entanto, o livro s6 foi publicado poucos meses apds sua morte, em
1733 (EVES, 2011).

Nesse livro, Saccheri admite as 28 proposi¢coes de Euclides e a
partir disso realiza o estudo do quadrilatero demonstrado na Figura 3:

Figura 3 - Quadrilatero de Saccheri

D C

-] [
A B
Fonte: Adaptado de Gomes (2014)

40 método de reducdo ao absurdo consiste inicialmente em admitir como verdadeira a negacéo de
determinada afirmacdo e continuando-se o processo de demonstracdo observa-se, como
consequéncia, o surgimento de uma contradicdo, 0 que torna a negacao da hipotese inicial um
absurdo (GALVAO; SANTOS; BARBOSA, 2016, p. 1).
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No quadrilatero, 4 e B sdo angulos retos e ADe BC sio
congruentes. Saccheri mostrou com alega¢fes simples utilizando algumas das 28
proposicées iniciais de Euclides que € e D sdo iguais, podendo ser retos, obtusos ou
agudos. As trés possibilidades receberam, por Saccheri, a denominacédo de hipétese
do angulo reto, hipotese do angulo obtuso e hip6tese do angulo agudo, como
demonstra a Figura 4 (EVES, 2011).

Figura 4 — Hipo6teses de Saccheri

D C D c D C
] L]
Retos Agudos Obtusos
] []
A B A B A B

Fonte: Adaptado de Santos (2016)

A intencdo de Saccheri era demonstrar que a possibilidade dos

angulos € e D serem obtusos leva a uma contradic&o e atingiu o objetivo faciimente,

porém nunca conseguiu provar inteiramente a hipétese desses angulos serem
agudos, o que leva também a uma contradicdo. Pelo método de reducdo ao absurdo

os angulos € e D eram retos. O trabalho rendeu diversas proposicées resultantes da

tentativa de negar o quinto postulado; uma delas seria que duas retas paralelas nao
sao equidistantes (CARMO, 1987).

Resgatando o trabalho de Saccheri, o suico Johann Heinrich
Lambert (1728-1777) também iniciou seus estudos na tentativa de contradizer o
quinto postulado obtendo resultados estranhos, porém sem conseguir nega-lo.
Destacamos uma das proposicoes alcancadas: “a diferenga para dois angulos retos
da soma dos angulos internos de um triangulo nao é zero, como na geometria usual,
porém proporcional a area do triangulo” (CARMO, 1987, p. 30).

Embora tenha ficado claro que néo era possivel provar esse
postulado como um teorema, toda essa mobilizagdo proporcionou a compreensao,
por alguns matematicos, de que o postulado poderia ser negado sem que

contradigbes ocorressem, pois as tentativas de Saccheri e D’Alembert de demonstrar
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0 quinto Postulado proporcionaram vestigios de uma nova Geometria, conhecida
como Geometria ndo Euclidiana.

Como evidéncia dessa descoberta, Carmo apresenta em seu
trabalho um trecho traduzido por Sjéstedt de uma carta do matematico aleméao Carl
Frederich Gauss (1777 - 1855), enderecada a Taurinos, em 1824:

A hipo6tese que a soma dos angulos internos de um triangulo € menor
que 180° conduz a uma geometria separada, totalmente diferente de
nossa geometria (euclidiana), que é em si prépria inteiramente
satisfatéria para mim, de tal modo que posso nela resolver qualquer
problema, exceto a determinacdo de uma constante que ndo pode
ser fixada a priori (SJOSTEDT, 1968, p. 341-342 apud CARMO,
1987, p. 31)°.

Fica evidente que Gauss tinha em méos o desenvolvimento da
Geometria de curvatura negativa, também conhecida como Geometria Hiperbdlica,
porém optou por ndo tornar publico suas conclusdes por receio da ndo aceitacdo de
uma geometria diferente da Euclidiana, considerada na época como absoluta.

Poucos anos mais tarde, quase que simultaneamente e sem 0
conhecimento das pesquisas um do outro, Janos Bolyai (1802 - 1860) e Nikolai
Lobachevsky (1793 - 1856) chegam as mesmas conclusfes que Gauss ja havia
chegado em 1824. O primeiro, um matematico hangaro, publicou suas conclusdes
em 1832 como apéndice de um livio de Matematica de seu pai Farkas Bolyai.
Lobachevsky, um matematico russo, ja havia publicado suas conclusdes em 1829,
no entanto, devido a falta de agilidade com que as novas informacdes se
propagavam, e por conta dos obstaculos linguisticos, sua pesquisa permaneceu
desprezada por anos.

Em razdo dessa nova Geometria fugir do senso comum, o proprio
Lobachevsky deu a ela o0 nome de “Geometria imaginaria” (BOYER, 2012) e em
1829 publicou seu artigo intitulado “Sobre os Principios da Geometria”,
determinando oficialmente a origem da Geometria ndo Euclidiana, mais
especificamente da Geometria Hiperbodlica. Neste documento, 0 matematico russo

exibe uma hipétese que conflitava com o quinto Postulado de Euclides, a saber: “por

> Néo foi possivel localizar o trabalho original e, devido a importancia desta referéncia, optamos por
colocé-la.
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um ponto C fora de uma reta AB podem ser tragcadas mais de uma reta no plano que
nao encontram AB” (BOYER, 2012, p. 365).

Percebendo a validade e a importancia desta nova Geometria,
Lobachevsky dedicou 20 anos de pesquisa, entre 1835 e 1855, e publicou outras
trés obras completas relacionadas a Geometria Hiperbdlica. Publicou em russo um
trabalho intitulado Novos Fundamentos da Geometria (1835-1838); divulgou em
alemdo as Investigacbes Geométricas sobre a Teoria das Paralelas (1840) e em
1855, publicou seu livro Pangeometria, em francés e russo. Esta ultima obra rendeu-
lhe o reconhecimento oficial como criador da Geometria Hiperbdlica, conquistando
elogios de Gauss e, por indicacdo dele, Lobachevsky foi eleito membro na
Sociedade Cientifica de Goéttingen (BOYER, 2012).

Apés o surgimento da Geometria Hiperbdlica era natural que se
pensasse na existéncia de outra nova Geometria (COUTINHO, 2001); foi a partir de
entdo que o aleméo Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) desenvolveu a
Geometria Esférica.

Riemann iniciou seus estudos no curso de Teologia na Universidade
de Goéttingen, porém ao se interessar por Matematica, mudou o curso para Filosofia.
Em 1847 mudou-se para a Universidade de Berlim a fim de estudar com Steiner,
Jacobi, Dirichlet e Eisenstein e posteriormente, em 1849, retornou a Universidade de
Gottingen, onde concluiu seu doutorado com uma tese extraordinaria introduzindo as
Superficies de Riemann (EVES, 2011).

Em 1854 foi admitido pela Universidade de Gottingen como
professor oficial ndo remunerado e para isso apresentou um artigo contendo suas
suposicées sobre os fundamentos da Geometria, apresentando possibilidades de
novas geometrias e novos espagos.

Segundo Eves (2011, p. 614) “de todos os artigos comparaveis a
esse em tamanho, nenhum se mostrou mais rico em implicagdes em toda a historia
da Matematica;, nele se apresenta uma generalizagdo ampla de espaco e
geometria”, contribuindo ricamente tanto para o desenvolvimento matematico quanto
para o da fisica. Foi a partir da Geometria Riemanniana que Albert Einstein pode
encontrar o contexto necessario para a teoria da relatividade (EVES, 2011).

Conhecido como Postulado de Riemann quaisquer duas retas

contidas em uma esfera possuem um ponto de intersecgéo, isto €, ao considerar
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uma superficie de curvatura positiva, as “retas”® se encontram em mais de um ponto
(COUTINHO, 2001). Sendo assim, abriu-se caminho para o desenvolvimento da
Geometria Esférica.

As brilhantes contribuicbes de Riemann no desenvolvimento da
Matematica e da Fisica renderam-lhe, em 1859, o cargo de professor titular na
Universidade de Goéttingen, sucedendo Dirichlet em uma cadeira que antes havia
sido ocupada por Gauss; mas em 1866 o célebre matematico faleceu na Italia, aos
40 anos, vitima de tuberculose (EVES, 2011).

No item seguinte, trataremos a respeito do conceito de curvatura a

fim de distinguir em qual superficie as diferentes geometrias se aplicam.

1.3 CURVATURA

Em geometria é conveniente refletir e formular ideias ou definicbes
em consonancia com as diferentes curvaturas: nula, positiva ou negativa. Mas o que
€ uma curvatura?

Ha diferentes definicbes de curvatura de uma superficie, como a
apresentada por Oliveira (2015, p. 41), como sendo “a medida escalar da taxa da
variagao da dire¢cdo do vetor normal unitario em torno da superficie”. Contudo, para
compreender essa definicAo € necessario ter um conhecimento vetorial mais
aprofundado, o que ndo se aplica ao nivel de ensino destinado desta pesquisa;
assim, a definicho menos complexa encontrada é dada pelo dicionario Houaiss
(2009), como sendo a “taxa de variacdo da inclinacdo da tangente a uma curva em
relagdo ao comprimento de arco”.

Para uma melhor compreenséo, basta pensar que um plano possui
curvatura nula, uma esfera possui curvatura positiva e uma hipérbole possui
curvatura negativa. Na Figura 5 esta representado um tridangulo tracado em cada

uma das superficies com as diferentes curvaturas.

6 Na Geometria Esférica as retas sdo os Circulos Maximos ou Geodésicas contidas em uma
Superficie Esférica (COUTINHO, 2001).
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Figura 5 - Curvatura das superficies

Curvatura nula Curvatura positiva Curvatura negativa

Fonte: http://noticiasseleccionvaldeandemagico.blogspot.com.br/2015_07_01_archive.html

Na superficie de curvatura nula, a area de um circulo de raio r é

dada por mr> e o comprimento de uma circunferéncia é encontrado aplicando a

formula 27tr. A soma dos angulos internos de um tridangulo € igual a dois angulos

retos, isto €, 180°; por dois pontos tracamos uma Unica reta; por um ponto P fora de
uma reta podemos tracar uma Unica reta paralela a reta dada.
Na superficie de curvatura positiva, os teoremas aplicados na

Geometria Plana ndo se aplicam, pois, a area de um circulo de raio r € menor que
7r> e 0 comprimento de uma circunferéncia € menor que 27r (PETIT, 1982, p. 18); a

soma dos angulos internos de um triangulo esférico € maior que 180° e menor que
540°;, dois pontos determinam uma ou mais geodésicas (retas) na superficie
esférica; por um ponto P fora de uma reta dada ndo é possivel tracar retas paralelas
a reta dada.

Na superficie de curvatura negativa, a soma dos angulos de um
triangulo é menor que dois retos, isto €, 180°; um circulo de raio r possui area maior
que mr? e o comprimento de uma circunferéncia excede 2nr (PETIT, 1982); neste
tipo de curvatura também é possivel afirmar que, por um ponto P fora de uma reta
dada podemos tracar mais de uma reta paralela a reta dada.

Segundo Petit (1982) uma das maneiras de verificar se uma
superficie possui curvatura positiva ou negativa é fazer o teste da embalagem. Ao

tentar revestir uma esfera com um pedaco de papel, aparecem pregas, isto é, ha
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sobras de papel. Ao tentar revestir uma superficie de curvatura negativa com um
elemento plano, ha falta de papel, ou seja, rupturas acontecem.

No plano, uma reta compreende a menor distancia entre dois pontos
e pode ser alongada infinitamente em ambas as dire¢cdes. Na superficie de curvatura
positiva, a reta é intitulada como geodésica, sendo que a menor distancia entre dois
pontos é determinada por um arco formado pelo circulo maximo que intersecta
esses dois pontos e, uma geodésica é finita, porém ilimitada (no préximo item ha um
esclarecimento mais detalhado desse conceito).

Levando em consideragdo os apontamentos acima feitos em torno
da curvatura das superficies o proximo item tratara especificamente da Geometria

Esférica.

1.4 GEOMETRIA ESFERICA

Na Geometria Esférica, Riemann (1826-1866) contradiz o quinto
postulado de Euclides anunciando que “quaisquer duas retas em um plano tém um
ponto de encontro” (COUTINHO, 2001, p. 73). Nesta geometria as retas s&o finitas,
pois ao tracar uma geodésica retornamos ao ponto de partida; e ilimitadas, porque é
possivel percorré-la ilimitadamente; a soma dos angulos internos de um tridngulo é
maior que 180° e menor a 540° e, por dois pontos é possivel tracar mais de uma reta
(COUTINHO, 2001).

Além dessas propriedades e em consonancia com as orientacées
das Diretrizes Curriculares (PARANA, 2008), apresentamos algumas definicdes da
Geometria Esférica que podem ser trabalhadas com alunos da 12 série do Ensino
Médio, que compdem a amostra da pesquisa.

1. Esfera: Seja O um ponto qualquer e r um namero real positivo,
define-se esfera o conjunto de pontos P de um espaco, cuja distancia entre O e P &
menor ou igual a r (ZANELLA, 2013).
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Figura 6 — Esfera

Fonte: Zanella (2013, p. 43)

2. Superficie Esférica: Seja O um ponto e r o raio, superficie
esférica € o conjunto de pontos P do espaco, cuja distancia € igual a r (ZANELLA,
2013).

Figura 7 - Superficie Esférica

Fonte: Zanella (2013, p. 43)

3. Ponto e Reta na Superficie Esférica: Por ponto, Riemann
estabeleceu como uma posi¢éo e por reta, designou como circunferéncias maximas
ou geodeésicas tracadas na superficie esférica. No Postulado de Riemann, tomando
a esfera como superficie, quaisquer duas retas interceptam-se em dois pontos
distintos, como mostra a Figura 8 (COUTINHO, 2001).
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Figura 8 - Ponto e Reta ha Geometria Esférica

Fonte: Adaptado de Bagio; Rolkouski (2014)
4. Corda da Superficie Esférica: Define-se corda o segmento de
reta compreendido entre dois pontos que fazem parte da esfera. S8o cordas: AB,

CD, EF e OP, como mostra a Figura 9 (ZANELLA, 2013).

Figura 9 - Corda da Superficie Esférica

Fonte: Zanella (2013, p. 44)

5. Diametro de uma Superficie Esférica: E uma corda que
percorre dois pontos extremos pertencentes a superficie esférica e passa pelo
centro. A medida do diametro € igual a 2r. Na figura 10, AB representa o didametro da
esfera (ZANELLA, 2013).
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Figura 10 - Diametro da Esfera

Fonte: Adaptado de Zanella (2013, p. 45)

6. Pontos Antipodas: S&o pontos extremos pertencentes a um
segmento de reta que passa pelo centro. Este segmento de reta é denominado
diametro da esfera. Na Figura 10, os pontos A e B sédo antipodas (ZANELLA, 2013).

7. Circunferéncia Méxima: Dentre todas as circunferéncias
possiveis de serem tracadas em uma superficie esférica, Circunferéncia Maxima é
aguela que possui 0 mesmo raio da esfera, ou seja, a maior circunferéncia possivel
de ser tracada na superficie (ZANELLA, 2013). Na Figura 11, estdo representadas
duas Circunferéncias Maximas, uma que passa por A e B e outra que passa por C e
D.

Figura 11 - Circunferéncias Maximas

Fonte: Adaptado de Bagio; Rolkouski (2014)
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8. Circunferéncias Paralelas: E possivel tracar um conjunto de
circunferéncias na esfera gozando de um mesmo polo N. Petit (1982) as nomeou de

circunferéncias paralelas, como mostra a Figura 11.

Figura 12 - Circunferéncias Paralelas na Esfera

M

Fonte: http://www.freepik.es/iconos-gratis/bola-de-rayas_755792.htm

9. Elementos Notaveis da Superficie Esférica:

l. Eixo: Qualquer reta que passa pelo centro O.

. Polos: Sado os pontos de interseccdo de um eixo com a
superficie esférica.

. Equador: E uma circunferéncia maxima cujo plano é
perpendicular a um eixo.

IV. Paralelo: Plano perpendicular a um eixo e paralelo ao
Equador.

V. Meridiano: E uma semicircunferéncia méaxima que liga os
polos e passa pelo eixo.

Tais elementos estéao indicados na Figura 13 a seguir.
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Figura 13 - Elementos Notaveis de uma Superficie Esférica

Polo “ Eixo

Paralelo

Eﬂador

Meridiano

Polo

Fonte: Zanella (2013, p. 47)

10. Angulo Esférico: E a regido formada por dois arcos de
circunferéncias maximas. O ponto onde as duas circunferéncias se encontram é

denominado vértice do angulo, assim como expde a figura 14 (ZANELLA, 2013).

Figura 14 - Angulo Esférico

Fonte: Gomes (2014, p. 35)

11. Geodésica: E a menor distancia entre dois pontos contidos na
superficie esférica. Na geometria Euclidiana, a menor distancia entre dois pontos &

um segmento de reta que liga os pontos; na Geometria Esférica a menor distancia
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entre dois pontos é um arco de uma circunferéncia maxima, denominado geodésica.
A Figura 15 exibe uma geodésica (ABREU, 2015).

Figura 15 — Geodésica

Fonte: Abreu e Ottoni (2015, p. 10)

12. Triangulo Esférico: Triangulo contido em um hemisfério da
superficie esférica gerado pelos arcos de trés circunferéncias maximas; tais arcos
devem ser menores que uma semicircunferéncia maxima. Na figura 16, as

geodésicas a, b e ¢ sdo os lados do triangulo; A, B e C sdo os vértices, e a.f e ¥

estdo representando os angulos internos do triangulo esférico (ZANELLA, 2013).

Figura 16 - Triangulo Esférico

o
%

Fonte: Abreu e Ottoni (2015, p. 11)

Na superficie esférica a soma dos angulos internos de um triangulo
estd compreendida ente 180° e 540°, porém ndo assume esses valores. Quanto
menor for o triangulo esférico, mais perto de 180° essa soma esta. Ao tragar trés

circunferéncias maximas (duas que passam pelos polos, cujo angulo formado entre
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si é igual a 90° e uma terceira em que o plano é perpendicular ao eixo, ou seja, a
linha do Equador), é possivel obter um triangulo trirretAngulo e trirretilatero.
Trirretdangulo porque possui todos 0s angulos retos, cuja soma de seus angulos
internos resulta em 270°, e trirretilatero porque suas geodésicas sdo de mesmas
medidas (ZANELLA, 2013). Este triangulo ocupa 1/8 da superficie da esfera, como
expOe a Figura 17 (PETIT, 1982).

Figura 17 -Tridngulo tri-retAngulo e equilatero

Fonte: Petit (1982, p. 24)

Se os trés veértices de um triangulo esférico estiverem muito
proximos a uma circunferéncia maxima, a soma de seus angulos internos tende a

540°, contudo nao admite esse valor.

Figura 18 - Triangulo Esférico cuja soma de seus angulos internos tendem a 540°

Hemisfério H

Triangulo Esferico ABC

Fonte: Zanella (2013, p.61)



43

De acordo com Coutinho (2001), os triangulos esféricos séo
classificados em:

e retangulo, se possuir um Unico angulo reto;

¢ birretangulo, se apresentar dois angulos retos;

e trirretAngulo se dispor de trés angulos medindo 90°.

Os lados de um tridangulo contidos na superficie esférica séo
“‘medidos pelos angulos subentendidos por eles no centro da esfera, e desta forma
pode ser medidos em graus ou radianos” (ANDRADE, 2011, p. 50).

Segundo Coutinho (2001), os triangulos esféricos podem ter
diferentes denominagdes de acordo com seus lados, sendo:

e retilatero se conter um unico lado medindo 90°;

e Dbirretilatero se possuir dois lados medindo 90°;

e trirretilatero caso seus trés lados mecam 90°.

13. Area de uma Superficie Esférica’. A area é dada por A =
dmr?, cujo raio tem medida r (ABREU; OTTONI, 2015).

14. Volume da Esfera®. O volume de uma esfera cujo raio tem

medida r é dado por = =r? (ABREU; OTTONI, 2015).

Apresentamos os elementos mais relevantes da Geometria Esférica,
0S quais sdo essenciais para qualquer trabalho com esse contetdo. Com o objetivo
de dar sustentacdo tedrica para a construcdo de uma Sequéncia Didatica
envolvendo a Geometria Esférica, o préximo item tratara da Abordagem

Metodolégica de Ensino.

7 Uma demonstracdo mais elaborada da area de uma Superficie Esférica também pode ser
encontrada em Abreu e Ottoni (2015).

8 Uma demonstracdo mais elaborada do Volume da Esfera pode ser encontrada em Abreu e Ottoni
(2015). Disponivel em <http://www.ufsj.edu.br/portal2-
repositorio/File/profmat/TCC%20Shyrlene%20Martins%20de%20Abreu%20Versao%20Final.pdf>
Acesso em 15 mai 2017.
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2 APORTES TEORICO-METODOLOGICOS DE ENSINO

2.1 DIDATICA DA MATEMATICA

Para compreendermos melhor o que é a Didatica da Matematica,
devemos compreender primeiramente a Didatica Geral. De acordo com D’Amore
(2007a), a Didatica Geral:

|. Discute aspectos pedagogicos, de aprendizagem e ensino
inerentes da formacao docente;
II. Aponta os problemas que podem ser enfrentados em sala de aula
e desta forma, como identifica-los e compreendé-los;
lll.Visa a formacao inicial do docente e ndo se refere as disciplinas

em Ssi.

Desta forma, a Didéatica Geral preocupa-se em preparar o docente
para ensinar de maneira eficiente, a sinalizar como os estudantes aprendem os
conteudos, a determinar a melhor abordagem metodolégica tendo em vista as
capacidades de cada sujeito, a definir quais os instrumentos mais apropriados para
avaliar, entre outros.

Contudo, todos esses pontos séo insignificantes se ndo estiverem
fundamentados teoricamente. Segundo D’Amore (2007a), essas bases tetricas s6
podem estar solidificadas se os conhecimentos da Didatica Geral forem adquiridos
em consonancia com a Didatica especifica de cada disciplina — neste caso, a
Didéatica da Matematica — com o intuito de compreender o conhecimento teérico em
conjunto com 0s conhecimentos experienciais.

D’Amore recorre a Vergnaud (1985a apud D’AMORE, 2007a, p. 32)
para buscar o conceito de Didética, argumentando que “a Didatica de uma disciplina
estuda os processos de transmissdo e aquisicdo relativos ao dominio especifico
dessa disciplina, ou das ciéncias proximas com as quais ela interage”.

Para D’Amore (2007a) € preciso desconstruir a ideia de que é
apenas necessario dominar os conteddos matematicos para ensinar Matematica.

Segundo ele, nunca foi assim e nunca sera. Nesse sentido o que mais um professor
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deve saber para ensinar os contetdos matematicos? O que vem a ser a Didatica da
Matemética?

Para D’Amore (2007a, p. 4), a Didatica da Matematica é “a arte® de
conceber e conduzir condicbes que podem determinar a aprendizagem de um
conhecimento matematico por parte de um sujeito”.

Enxergar a Didética da Mateméatica como arte gerou uma
consequéncia instigante, pois “o seu objeto de trabalho é essencialmente o ensino
de Matematica; seu objetivo é criar situacdes (na forma de aulas, atividades, objetos,
ambientes, jogos, ...) para um melhor ensino de Matematica” (D’AMORE, 2007a, p.
34).

Desta forma, o autor destaca que o professor € o protagonista da
situacdo, sendo que este deveria fazer o possivel para que o aluno aprendesse. Por
outro lado, D’Amore (2007) afirma que a convic¢cdo de que o ensinar € um meio de
instrucdo, é pura ilusdo. Nao se deve jogar toda a responsabilidade no ensino, pois
nao proporciona seguranca nenhuma de aprendizagem.

Para D’Amore (2007a, p. 37) ha dois modos de enxergar a Didatica
da Matemética: “A: como divulgacao das ideias, fixando a atencao na fase do ensino
(A de Ars, em referéncia a sua traducéo latina); B: como pesquisa empirica, fixando
a atencéo na fase da aprendizagem”.

Nesta dissertacdo, nossos objetivos estdo voltados ao ensino de um
conteuddo matematico e, portanto, assumimos a Didatica da Matematica como o
modo A. Nesse tipo de Didatica, D’Amore defende um ensino por meio da Historia
da Matemética.

Entre os tipos de Histéria da Matematica que ele defende, aquela
gue aborda o desenvolvimento dos fatos € a mais apropriada para este trabalho,
pois “explica a origem das ideias, dos problemas, das teorias que fizeram da
Matematica aquilo que € hoje” (D’AMORE, 2007a, p. 40). Desta forma, dissemina
gue a Matematica € um conhecimento que estd em constante desenvolvimento; uma
ciéncia feita por seres humanos e para beneficios proprios, suprindo necessidades

culturais e sociais, como visto no capitulo 3.

9 “O termo arte deve ser entendido como a tradugcdo do latim ars, isto € um conjunto dificilmente
separavel dos atuais termos arte e artesanato; artista era, na acepgao latina, qualquer artista (no
sentido moderno da palavra), mas também qualquer artesdo; no mundo latino essas duas figuras
fundiam-se numa s9, sem possibilidade de distincao (D’AMORE, 20074, p. 4).
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A utilizacdo didéatica da Historia da Matematica como um meio para
se ensinar o conteudo matematico pode melhorar o modo como os alunos percebem
a Matematica, além de estimular a atencédo, o comprometimento e a motivacdao dos
mesmos.

Uma aula de Matemética cansativa, monotona, repetitiva e que néo
permite que os alunos sintam-se motivados a aprender, colabora para desenvolver
uma imagem negativa tanto da disciplina, quanto do professor, comprometendo sua
pratica docente.

D’Amore (2007a) defende que para ensinar Matematica € necessario
que o docente possua trés conhecimentos: 1°) Conhecimento da Matemética; 2°)
Conhecimento da Didatica da Matematica e 3°) Conhecimento da Didatica Geral.

Esses trés itens juntos formam o educador que visa atingir 0s
melhores resultados possiveis ao ensinar um conteddo matematico. Nesse sentido,
h& uma concordancia com o autor, pois entende-se que a interagcdo e a articulacéo
entre esses trés “elementos” podem dar sustentacdo para o professor, propiciar um

contexto fértil para que ocorra a aprendizagem.

2.2 ABORDAGEM HISTORICA NO ENSINO DA MATEMATICA

A utilizacdo da Histéria da Matemética no Ensino tem sido discutida
mundialmente por diversos pesquisadores em conferéncias, grupos de estudos e em
toda a comunidade cientifica, podendo ser utilizada como uma abordagem
metodoldgica de ensino ou como um campo de investigacdo tedrica (LUCCAS,
2004).

Nesse sentido, Nobre e Baroni (1999) apontam que algumas
pesquisas associando a Histéria e a Educacdo Matematica vem sendo
desenvolvidas, tais como: a historia da Educacdo Matematica; as concepcdes da
Historia da Matemaética que professores apresentam; como a Histéria da Matematica
€ abordada na formacdo dos professores de matematica e dos préprios
matematicos; como a Historia da Matematica vem sendo utilizada enquanto recurso
pedagogico.

Mediante essas pesquisas, percebemos que € inegavel a
contribuicdo da Historia da Matematica enquanto campo de pesquisa tedrica, como
apontam Miguel (1993), Matthews (1995), Ubiratan (1999), Nobre e Baroni (1999),
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Luccas (2004), entre outros. No entanto, vale ressaltar que, enquanto abordagem
metodoldgica de ensino, as pesquisas em Histéria da Matemética sdo mais
recentes.

De acordo com Matthews (1995), a primeira conferéncia
internacional sobre “Historia, Filosofia, Sociologia e o Ensino de Ciéncias” ocorreu
em 1989 na Florida, seguida de varias outras patrocinadas pela Unido Europeia de
Fisica realizadas em Pavia (1983), Munique (1986), Paris (1988) e Cambridge
(1990). Em 1987, a mais importante conferéncia que abordava “Histéria da ciéncia e
0 ensino de ciéncias” ocorreu na Universidade de Oxford com o apoio da Sociedade
Britdnica de Historia da Ciéncia.

O ensino de Ciéncias estava sendo desenvolvido completamente
dissociado de sua Histéria e Filosofia. As conferéncias que abordavam a temética,
ocorridas a partir de 1983, cooperaram para que houvesse uma reaproximacao entre
tais vertentes, enriqguecendo tanto a teoria, quanto a préatica no ensino de Ciéncias
(MATTHEWS, 1995). Tais conferéncias forneceram inimeros estudos académicos
voltados para a tematica e contribuiram para o desenvolvimento de materiais
didaticos, histérica e filosoficamente fundamentados.

No Brasil, a discussao estava voltada para a insercao da Histdria da
Matematica na formacao de professores, iniciando-se em 1989 no Primeiro Encontro
Paulista de Educacdo Matematica (I EPEM) em Campinas. Neste encontro ficou
evidenciado a auséncia da disciplina Histéria da Matematica nos cursos de
Licenciatura do pais (FRAGOSO, 2011), como destacado por Miguel e Brito nos
anais do evento.

O mesmo tema foi abordado em Blumenau (SC) em 1992 no IV
ENEM (IV Encontro Nacional de Educacdo Matematica); em 1995, no Recife (PE) no
I SNHM (I Seminario Nacional de Historia da Matematica); e também em 1995 no V
ENEM realizado em Aracaju (SE). Segundo Fragoso (2011), esses encontros foram
0 ponto de partida para a insercdo da Historia da Matematica no curriculo dos
Cursos de Licenciaturas do Brasil.

Apesar de toda essa mobilizacéo, apenas em 2001 foi estabelecida
a obrigatoriedade da Historia da Matematica na matriz curricular das Licenciaturas;
porém, percebemos que anos antes ja se discutia a importancia desta disciplina na

formacdo docente, uma vez que além dos diversos encontros ocorridos a partir de
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1989, os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) também destacaram a

sua importancia em 1997 com a seguinte mengao:

O conhecimento da histéria dos conceitos matematicos precisa fazer
parte da formacédo dos professores para que tenham elementos que
lhes permitam mostrar aos alunos a matematica como ciéncia que
nao trata de verdades eternas, infaliveis e imutaveis, mas como

BN

ciéncia dindmica, sempre aberta a incorporacdo de novos
conhecimentos (BRASIL, 1997, p. 30).

Desta forma, inserir a disciplina de Histéria da Matematica nos
cursos de formacao de professores pode contribuir para a existéncia de profissionais
melhores preparados para ministrar conteddos matematicos atrelados ao seu
contexto historico.

Atualmente, a Histéria da Matematica, junto com resolucdo de
problemas, modelagem matematica, midias tecnoldgicas, etnomateméatica e
investigacdes matematicas fazem parte das tendéncias metodologicas de ensino da
Educacdo Matematica, presentes nas Diretrizes Curriculares da Educacdo Bésica
(Parand, 2008). Esse documento aponta que tais tendéncias devem ser utilizadas ao
abordar conteddos mateméticos e servem para fundamentar a préatica docente.

Segundo Luccas (2004), a insercdo da abordagem histérica no
Ensino é defendida sob o argumento de que pode cooperar para o desenvolvimento
de um individuo mais critico e reflexivo acerca do conteudo estudado e proporcionar
a compreensao da trajetéria do conhecimento no decorrer do tempo.

Nesse sentido os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998)
recomendam a utilizacdo da Histéria da Matematica enquanto abordagem
metodoldgica de ensino por contribuir positivamente com o ensino e a aprendizagem
do conhecimento.

Brasil (1998, p. 42) defende a utilizagcdo de tal abordagem afirmando

que:

ao revelar a Matematica como uma criacdo humana, ao mostrar
necessidades e preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes
momentos histéricos, ao estabelecer comparacdes entre 0s
conceitos e processos matematicos do passado e do presente, o
professor tem a possibilidade de desenvolver atitudes e valores mais
favoraveis do aluno diante do conhecimento matematico.
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A abordagem histérica possibilita ao aluno compreender que a
Matematica, em seus primordios, é fruto da criagdo humana, desenvolvida para
suprir necessidades reais. Fazer uso deste recurso enquanto abordagem
metodoldgica de ensino, segundo Luccas (2004) pode ndo somente ajudar a
contextualizar conceitos matematicos, como também despertar a curiosidade e o
interesse do aluno em aprender, fazendo com que a aprendizagem se torne efetiva.
Desta forma, a Histéria é capaz de suprir o “mar de falta de significacdo que se diz
ter inundado as salas de aula de ciéncias” (MATTHEWS, 1995, p. 165).

Frequentemente, o conhecimento matematico é apresentado aos
alunos por meio da manipulacdo de férmulas e equacfes sem significacdo, sem
relacionar aquele conhecimento com o seu contexto histdrico e social, fazendo com
gue a aprendizagem do conteudo se torne enfadonha.

Apresentar os conteddos matematicos em seu contexto historico
pode permitir que o aluno os veja ndo como algo pronto e acabado, mas como uma
area gque estd em plena formacédo. Por seu turno a Historia da Matematica pode
ajudar o aluno a entender os porqués da Mateméatica e, assim, colaborar para a
construcdo de um olhar mais critico sobre os seus objetos de conhecimento
(BRASIL, 1998).

Além dessas funcgdes, Miguel (1993) elenca uma lista de outros
objetivos alcancados com a utilizacdo da Histéria da Matemaética, tais como: fonte de
motivacado, recreacao, desmistificacéo, cultura, epistemologia, entre outros.

Apesar dos inumeros beneficios que a abordagem Historica
proporciona, Antonio Miguel defende que ela sé pode surtir efeitos positivos “quando
devidamente reconstituida com fins pedagogicos e organicamente articulada com as
demais variaveis que intervém no processo de planejamento didatico” (1993, p. 108).

Assim, a historia do conhecimento mateméatico n&o pode se restringir
a nomes e datas dos acontecimentos, nem se referir a leitura de trechos da historia
de cada conteudo inserido no Plano de Trabalho Docente, mas deve ser encarada
como “um recurso didatico com muitas possibilidades para desenvolver diversos
conceitos” (BRASIL, 1998, p. 43).

Para fazer bom uso da histéria do conhecimento matematico na
Educacédo Basica, é indispensavel uma adequacéo na formacéo do professor, a fim
de que este insira em sua pratica pedagodgica esta abordagem e se aproprie de
matérias didaticos pertinentes para este fim (MATTHEWS, 1995).
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No proximo tépico iremos discorrer a respeito da Abordagem
Histdrico-Epistemoldgica no Ensino da Matematica, uma vez que esta abordagem

possibilita a compreenséo das estruturas do conhecimento.

2.3 ABORDAGEM HISTORICO-EPISTEMOLOGICA NO ENSINO DA MATEMATICA

E por intermédio de um ramo da Filosofia, mais especificamente da
Epistemologia, que passamos a compreender a estrutura do conhecimento
matematico. O quadro a seguir, baseado na tese de doutorado de Bernardelli (2014,
p.34), sistematiza as nog¢Oes de Epistemologia que diversos pesquisadores

apresentam:

Quadro 03 — Nocgbes de Epistemologia

Autores Nocéo de Epistemologia
A reflexdo epistemoldgica propde-se um exame da estrutura
Astolfi e Develay do saber ensinado: quais sdo seus principais conceitos que
(1995, p. 15) funcionam na disciplina, quais relacdbes unem esses
conceitos.
Aduriz-Bravo A epistemologia ajuda no cumprimento dos objetivos
(2001, p. 64) programados para a educacao cientifica.
A epistemologia € uma das ferramentas necessarias para o
Paruelo desenvolvimento de novas estratégias para a facilitagdo da
(2003, p. 329) aprendizagem das ciéncias.

A epistemologia esta necessariamente implicita em qualquer
curriculo de ciéncias. E dela em boa parte a concepcgédo de
ciéncia que € ensinada. E nessa convic¢do, pois, que o
Cachapuz et al conhecimento de epistemologia torna os professores capazes
(2005, p. 73) de melhor compreender que ciéncia estdo a ensinar, ajuda-os
na preparacdo e na orientacdo a dar as suas aulas e da um
significado mais claro e credivel as suas propostas.

7

A epistemologia, ou teoria do conhecimento, é aquele
Esteban conjunto de saberes que € objeto de estudo da ciéncia (sua
(2010, p. 49) natureza, sua estrutura, seus métodos).

Fonte: Bernardelli (2014, p. 34)

Acrescentando a essas nogdes, D’Amore (2007a, p. 49) afirma que a
Epistemologia € um “Ramo da Filosofia que estuda a maneira pela qual os
conhecimentos cientificos de certa area especifica sdo construidos”.

Diante das ponderacdes apresentadas, podemos perceber que a

Epistemologia é capaz de atribuir significado ao ensino do contetdo cientifico, tanto
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para o professor quanto para o aluno, pois é por meio desta que é possivel
guestionar a respeito da estrutura dos conhecimentos desenvolvidos no decorrer do
tempo (LUCCAS, 2004).

Além disso, Lucas (2010, p.25) afirma que a Epistemologia favorece
as “analises epistemologicas corretas de conceitos, no dominio do ensino de
Ciéncias, e pode ajudar na transposi¢cao de barreiras da contradicdo e da falta de
significado que podem levar muitos estudantes ao ndao entendimento de assuntos
cientificos”.

Desta forma, uma metodologia de ensino baseada na abordagem
historico-epistemoldgica pode promover uma aprendizagem efetiva do conhecimento
matematico, haja vista que o aluno pode compreender a origem, a trajetoria, 0s
desdobramentos e os contextos em que o conhecimento foi desenvolvido.

Corroborando com a afirmacdo acima, Esteban (2010) define a

perspectiva epistemolbgica como:

[...] uma forma de compreender e explicar como conhecemos
0 que sabemos: Que tipo de conhecimento obteremos em
uma pesquisa? Que caracteristicas tera esse conhecimento?
Que valor podemos dar aos resultados obtidos? Essas, entre
outras, sdo questbes epistemoldgicas (ESTEBAN apud
BERNARDELLI, 2014, p. 35)

Conforme Bernardelli (2014), as indagacdes de Esteban (2010) nos
conduzem ao caminho que devemos seguir para chegarmos ao conhecimento
cientifico; para isso cada disciplina deve desenvolver e aprimorar seus contetudos de
ensino segundo a epistemologia da area.

Por meio da epistemologia do conhecimento estudante e professor
tornam-se capazes de refletir, contextualizar, criticar e indagar a respeito dos
desdobramentos dos acontecimentos matematicos, ampliando suas concepcdes de
aprendizagem e de ensino da Matematica.

Segundo Lucas (2010), de acordo com seus referenciais tedricos o
professor pode promover um estreitamento entre conhecimentos didaticos,
epistemoldgicos e histéricos, além de propiciar um melhor entendimento do
conteudo cientifico proposto, colaborando para o aperfeicoamento do pensamento

critico do aluno.
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Utilizar uma metodologia que articule a Historia e a Epistemologia
possibilita ao aluno a compreensdo de que o conhecimento cientifico desenvolveu-
se na tentativa de resolver problemas cientificos, ou de ordem pratica, cabendo a
escola a responsabilidade de trabalha-los.

De acordo com D'AMORE (2007b, p. 3) uma concepgao

epistemoldgica envolve:

[...] um conjunto de conviccbes, de conhecimentos e de saberes
cientificos, os quais tendem a dizer o que sdo os conhecimentos dos
individuos ou de grupos de pessoas, como funcionam, os modos de
estabelecer sua validade, bem como adquiri-los e entdo de ensina-
los e aprendé-los;

Assim, fica evidente que a abordagem Histérico-Epistemoldgica
possibilita tanto a aprendizagem de conteudos, quanto contribui para a formacéo de
um individuo letrado cientificamente.

Em um periodo em que o ensino de Matematica € apresentado em
livros didaticos com atividades conceituais e descontextualizadas (CARACA, 2002),
a abordagem histérico-epistemoldgica pode se mostrar como um elo integrador entre
0 conteudo cientifico e seu ensino.

Podemos perceber que ao incentivar o aluno a aprender fazendo
indagacBes a respeito dos conhecimentos produzidos no decorrer da histéria,
proporcionamos um ambiente interessante de redescobertas, de forma que tais
indagacdes manifestadas durante esse processo sdo como degraus que possibilitam
conhecer com mais riqueza a evolugao do conhecimento (PINHEIRO, 2016).

Desta forma, a abordagem Historico-Epistemoldgica possibilita uma
ampla compreensdo do conhecimento matemético investigado. Esta abordagem € a

defendida nesta pesquisa.
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3 APORTE TEORICO-METODOLOGICO PARA A ELABORACAO DA
SEQUENCIA DIDATICA

3.1 SEQUENCIA DIDATICA

De acordo com Zabala (2010), um dos principais objetivos do
docente é melhorar, cada vez mais, sua pratica educativa. Essa competéncia pode
ser adquirida por meio do conhecimento e da experiéncia. Mas, segundo o autor, ha
alguns pontos a serem discutidos: Sera que nossos conhecimentos e nossas
experiéncias sdo adequadas para serem colocadas em prética e atingir resultados
satisfatorios? Estes resultados satisfatérios sdo 0s mesmos para todos o0s
professores? Estamos cientes daquilo que pode ser melhorado em nosso oficio? As
experiéncias de nossos colegas sdo adequadas para serem admitidas e aplicadas
no ensino em que acreditamos? Reconhecemos aquilo que fazemos bem feito, o
gue esta satisfatério e os pontos que podemos melhorar em nossa pratica? O ponto
chave para responder a essas indagacdes esta na avaliacdo que fazemos de nossa
funcao.

Nossa profissédo nédo pode ser reconhecida e desenvolvida apenas
por meio da pratica. HA a necessidade de embasa-la teoricamente. Mas devemos
admitir que em nosso oficio ndo existe referenciais tedricos que deem conta da
complexidade do contexto escolar, visto que em salas de aula ocorrem “muitas
coisas ao mesmo tempo, rapidamente e de forma imprevista, e durante muito tempo,
o que faz com que se considere dificil, quando ndo impossivel, a tentativa de
encontrar referéncias ou modelos para racionalizar a préatica educativa” (ZABALA,
2010, p. 14).

Muito embora esses referenciais ndo nos apresentem formulas
prontas e acabadas para serem aplicadas em nossa pratica, € de suma importancia
gue nos utilizemos deles para interpretar o que acontece dentro de uma sala de
aula, mesmo gque somente um, ou poucos aspectos, sejam considerados de cada
vez.

Confirmando estas argumentacdes, Zabala (2010, p. 15) declara que
“[...] se dispomos de conhecimentos deste tipo, n6s os utilizaremos previamente ao
planejar, no préprio processo educativo, e, posteriormente, ao realizar uma

avaliacdo do que aconteceu”. Desta forma, visamos uma pratica educativa baseada
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na reflexdo da acdo e para tanto, necessitamos de referenciais tedricos que
colaboram para que a analise da acdo educativa seja efetiva.

Se a pratica reflexiva for um objetivo que almejamos atingir,
devemos levar em conta que o ensino requer acfes anteriores e posteriores, ou
seja, requer o planejamento, a aplicagédo e a avaliagdo da agéo (ZABALA, 2010).

Assim, partindo deste principio processual da pratica educativa, uma
das etapas que compdem o processo de ensino e aprendizagem sao as
denominadas atividades ou tarefas. Por atividades ou tarefas consideramos
qualquer acao praticada para favorecer a aprendizagem do aluno, podendo ser: um
debate, exercicios, pesquisas, leitura de textos, observacdes, entre outros.

Atividades ou tarefas também podem ser definidas como:

uma unidade basica do processo de ensino/aprendizagem, cujas
diversas varidveis apresentam estabilidade e diferenciagéo:
determinadas relagfes interativas professor/alunos e alunos/alunos,
uma organizacao grupal, determinados contetdos de aprendizagem,
certos recursos didaticos, uma distribuicdo do tempo e do espaco,
um critério avaliador; tudo isto em torno de determinadas intencdes
educacionais, mais ou menos explicitas (ZABALA, 2010, p. 17).

As atividades propostas para o ensino sao capazes de proporcionar
diversos beneficios, tanto para o aluno quanto para o professor, visto que é a partir
delas que podemos analisar o ensino e a aprendizagem dos contetdos. Cada uma
apresentara um objetivo diferente, ou seja, atividades propostas para serem
realizadas individualmente possui um valor diferente daquelas propostas para serem
realizadas em grupo.

Desta forma, para melhor conduzir o processo de ensino e
aprendizagem, é importante que cada contetdo estudado disponha de uma gama
diferenciada de atividades, haja vista que € insuficiente aplicar uma Unica tarefa ou
um unico tipo de atividade para avaliar o desempenho do aluno na aprendizagem de
conteudos.

Levando em conta a importancia que as atividades assumem
guando as inserimos em uma sequéncia sistematizada, reconhecemos uma nova

unidade de investigacdo, chamadas de sequéncias de atividades ou sequéncias
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didaticas!®, que segundo Zabala (2010, p. 18) “permitira o estudo e a avaliagédo sob
uma perspectiva processual, que inclua as fases de planejamento, aplicacéo e
avaliacao”.

De acordo com Zabala (2010, p. 18), uma sequéncia didatica
corresponde a “um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas
para a realizacdo de certos objetivos educacionais, que tém um principio e fim
conhecidos, tanto pelos professores como pelos alunos”.

Os exercicios que compdem a sequéncia didatica sdo organizados
com nivel de complexidade gradativo visando o aprofundamento da aprendizagem
do educando em relacédo ao contetdo abordado. Um ponto forte da sequéncia é que
ela possibilita inserir as trés etapas da pratica reflexiva: o planejamento, a aplicacéao
e a avaliacao (ZABALA, 2010).

Concordamos com Lucas e Batista (2011), que fundamentados em
Zabala (2010), assumem as seguintes caracteristicas de uma sequéncia didatica:

l. Cada sequéncia é voltada para objetivos especificos;

II. Elas esquematizam as varidveis da complexa pratica
educativa;

lll.  Os tipos de atividade, sobretudo a maneira de articula-las, séo
tracos diferenciais e determinantes a especificidade da
proposta didatica;

IV. Indicam-nos a funcdo desempenhada por cada uma das
atividades no processo de constru¢do do conhecimento ou da
aprendizagem de diferentes contetdos;

V. Avaliam a funcionalidade das atividades, sua auséncia ou a
énfase que se Ihes deve atribuir (2011, p. 251).

De acordo com Lucas (2010), o modo como as diferentes atividades
podem ser organizadas € decisivo para o tipo de proposta didatica que se deseja
elaborar. Um dos parametros que possibilita identificar a forma de ensinar de cada
docente € a maneira como as atividades séo propostas.

Para Zabala (2010, p. 19) “uma vez determinadas as unidades
didaticas como unidades preferenciais de analise da pratica educativa, € preciso
buscar suas dimensdes para poder analisar as caracteristicas diferenciais em cada
uma das diversas maneiras de ensinar’. Assim, se o docente decide utilizar as

sequéncias didaticas como instrumento prioritario para a investigacédo de sua pratica,

10 H4 outros autores que discorrem a respeito de Sequéncia Didatica, porém, nesta pesquisa, 0 termo
serd utilizado no sentido em que Zabala (2010) apresenta.
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€ necessario definir seus objetivos para refletir a respeito das caracteristicas
diferenciais em cada uma das inimeras formas de ensinar.

Ao se desenvolver uma unidade didatica, devemos refletir sobre as
intencdes educacionais que almejamos alcancar, ou seja, qual sera o objetivo das
atividades propostas nesta sequéncia.

Assim, é indispensavel admitir que:

[..] a identificacdo das fases de uma sequéncia didatica, as
atividades que a conformam e as relacbes que se estabelecem
devem nos servir para compreender o valor educacional que tém, as
razbes que as justificam e a necessidade de introduzir mudangas ou
atividades novas que as melhorem. Assim, pois, a pergunta que
devemos nos fazer em primeiro lugar, é se esta sequéncia é mais ou
menos apropriada e, por conseguinte, quais sdo 0s argumentos que
nos permitem fazer esta avaliacao?

[...] o que podemos dizer dessa sequéncia além da constatacdo de
sua complexidade? Vale a pena complicar tanto? Contribui para
melhorar a aprendizagem dos alunos?

[...] que avaliacdes podemos fazer desta sequéncia e que razbes a
justificam? (ZABALA, 2010, p. 54-55).

Seguramente, ha diversos tipos de sequéncias didaticas que podem
ser desenvolvidas e aplicadas no ensino, cada uma com seus objetivos especificos
distintos. Porém, ha aspectos comuns em grande parte dessas sequéncias, tais
como: a) nivel de participacdo dos discentes; b) o nivel de media¢édo do professor; c)
as diferentes atividades, visto que cada uma possui um papel didatico diferente
(LUCAS, 2010).

Para elaborar uma sequéncia didatica rica em atividades
diferenciadas para atingir objetivos distintos, explicaremos na proxima secdo a
respeito das tipologias de conteddos a serem ensinados. S&do elas que definem os

tipos de atividades existentes nas sequéncias.

3.1.1 Tipologia dos Conteudos

Ao analisar uma sequéncia didatica € necessario reconhecer a

aprendizagem dos conteudos segundo a tipologia proposta por Zabala (2010, p. 39):

a) Conteudos Factuais
b) Conteudos Conceituais
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c) Conteudos Procedimentais
d) Conteudos Atitudinais

Os conteudos factuais equivalem ao “conhecimento de fatos,
acontecimentos, situagdes, dados e fenébmenos concretos e singulares” (ZABALA,
2010, p. 41). Esses conteudos sdo aqueles memorizados, assim como datas de
acontecimentos historicos, nomes dos continentes de nosso planeta, localizacéo de
oceanos, formulas matematicas, entre outros.

Os conteudos factuais séo internalizados pelo aprendiz quando este
pode reproduzi-lo em sua forma literal, todavia a memorizacdo do conteddo nao
significa, necessariamente, a compreensédo do mesmo. De acordo com Lucas (2010,
p. 54), “as atividades utilizadas neste tipo de conhecimento baseiam-se em copias
por meio das quais os conteudos sao integrados as estruturas do conhecimento”.

Os conteudos conceituais se referem “ao conjunto de fatos, objetos
ou simbolos que tém caracteristicas comuns” (ZABALA, 2010, p. 42). Nestes
conteudos, o aluno deverd ser capaz de identificar o objeto de estudo de acordo com
suas defini¢cdes, por exemplo, classificar formas geométricas, e para isso, devera ter
conhecimento do conceito de Geometria.

Conteudo procedimental é “um conjunto de ag¢des ordenadas com
um fim, ou seja, dirigidas para a realizacdo de um objetivo. Sao conteudos
procedimentais: ler, desenhar, calcular, observar, classificar, recortar, saltar, inferir,
espetar, etc.” (ZABALA, 2010, p. 44). De acordo com o autor, para a realizagao de
cada uma dessas ac¢les, sdo necessérias habilidades particulares.

Por fim, os conteudos atitudinais referem-se as atitudes que o aluno
toma frente a uma situacao-problema. Sendo assim, englobam varios conteudos,
que Zabala (2010) divide em trés categorias diferentes e, ao mesmo tempo,

integradas entre si:

e Grupo dos valores: sédo os principios ou ideias que possibilitam a
uma pessoa emitir suas concepcgdes a respeito de condutas e
seus sentidos. Sdo exemplos de valores: “solidariedade, o
respeito aos outros, a responsabilidade, a liberdade, etc.”
(ZABALA, 2010, p. 46).
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e Grupo das atitudes: é a maneira como cada individuo reage a
situacbes de acordo com seus juizos de valores. Alguns
exemplos: participar das atividades escolares, respeitar seus
colegas de classe, entre outros.

e Grupos das normas: compreende as regras de comportamento a
serem seguidas em determinadas situacdes e em diferentes
grupos sociais; € a consciéncia do que pode ou ndo fazer em

determinados grupos.

Como anunciado anteriormente o grupo dos valores, das atitudes e
das normas séo distintos, mas possuem relacdes entre si, e de acordo com Zabala
(2010, p. 47), “cada um deles esta configurado por componentes cognitivos
(conhecimentos e crencas), afetivos (sentimentos e preferéncias) e condutuais
(acdes e declaracdes de intengéo)”.

Apbs compreender quais sdo os tipos de contedudo que compdem
uma sequéncia didatica, torna-se necessario saber avalia-las. A préoxima secao

esclarecera sobre este assunto.

3.1.1.1 Avaliacéo

De acordo com Zabala (2010), a avaliacdo € considerada por muitos
professores, alunos e sociedade como um instrumento que serve para medir a
aprendizagem do discente em relacdo ao contetudo estudado. Porém, esse ndo é o
real objetivo da avaliacdo que, por seu turno, vai além de quantificar os resultados
alcancados pelos alunos.

No ensino e na avaliagcdo praticada ha milénios ainda predomina a
ideia de que a avaliagdo — muitas vezes confundida com exame — € praticada
apenas para medir o que o aluno sabe e identificar os melhores alunos e por
consequéncia, selecionar aqueles que estdo melhores preparados para dar
continuidade a seus estudos e chegar a universidade.

No entanto, o objetivo da educacdo nédo € o de selecionar aqueles
mais bem preparados para entrar em uma universidade, mas a “formagao integral é

a finalidade principal do ensino e, portanto, seu objetivo é o desenvolvimento de
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todas as capacidades da pessoa e ndao apenas as cognitivas” (ZABALA, 2010, p.
197).

Desta forma, ao pensar que a finalidade real do ensino néo € apenas
a preparacdo para a universidade nossos objetivos educacionais sofrem uma
ampliacdo; muitas das nossas crencas em relacdo a avaliagdo se modificam e, por
consequéncia, os conteudos a serem ensinados ndo serdo apenas aqueles
cobrados no vestibular.

Zabala (2010, p. 197), defende que ¢é relevante “levar em
considerac@o os conteudos conceituais, procedimentais e atitudinais que promovam
as capacidades motoras, de equilibrio e de autonomia pessoal, de relacao
interpessoal e de insergao social”. Assim sendo, o docente deve oferecer aos seus
educandos a oportunidade de desenvolver todas as suas capacidades.

Cada um de nossos alunos chega a escola com diferentes bagagens
e histdrias de vida, com experiéncias Unicas de acordo com o ambiente sociocultural
em que se desenvolveu e mantido por caracteristicas singulares. Desta forma, a
avaliacdo, denominada por Zabala (2010), como avaliacdo formativa € um processo
composto por trés fases: avaliacéo inicial, reguladora e final integradora.

A primeira fase da avaliacdo é denominada como avaliacao inicial,
se fundamenta em reconhecer o que cada estudante sabe, sabe fazer e como faz.
Estes quesitos definem os tipos de atividades que devem ser cobradas pelo
professor a fim de detectar tais aspectos, permitindo a construcdo de uma proposta
pedagdgica e de uma série de atividades que possibilite o desenvolvimento do
educando.

Esta ndo € uma tarefa facil, posto que por mais experiente que seja
o educador, as atividades propostas sdo recebidas de maneira diferente por cada
individuo ja que suas experiéncias e historias de vida séo distintas. A partir dessa
premissa, no plano de intervencdo do professor “sera necessario adequar as
atividades as necessidades de cada aluno as diferentes variaveis educativas: as
tarefas e as atividades, seu conteudo, as formas de agrupamento, os tempos, etc”
(ZABALA, 2010, p. 200). Desta forma, é imprescindivel, no decorrer das atividades
propostas, inserir novas tarefas que proponham desafios e auxilio direcionados.

E na avaliagdo reguladora que o docente perceberd como cada
aluno aprende no decorrer do processo de ensino e de aprendizagem. Alguns

educadores utilizam avaliacdo formativa para se referir a este tipo de avaliacao.
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Porém, Zabala (2010) opta por chama-la de reguladora, acreditando que este termo
esclarece de maneira mais satisfatéria as caracteristicas de adequacdo e
adaptacao.

Desta forma, é necessario analisar as atividades realizadas para
apurar as condi¢des, tanto da turma quanto de cada aluno, e tomar as medidas
educacionais necessarias para o desenvolvimento dos alunos, respeitando sempre
suas particularidades. Para tanto, € necessario averiguar frequentemente os
resultados alcancados pelos alunos para balizar, tanto as atividades de ensino,
guanto a aprendizagem dos alunos.

A avaliacdo final é realizada a fim de reconhecer os resultados
obtidos e o0s conhecimentos que cada aluno construiu. Os termos avaliacao
somativa ou integradora séo utilizados para compreender todo o trajeto educacional

do aluno. Zabala (2010, p. 201), define a avaliacdo somativa ou integradora como

[...] um informe global do processo que, a partir do conhecimento
inicial (avaliacao inicial), manifesta a trajetoria seguida pelo aluno, as
medidas especificas que foram tomadas, o resultado final de todo
processo e, especificamente, a partir deste conhecimento, as
previsdes sobre o que € necessario continuar fazendo ou o que é
necesséario fazer de novo.

A real intencao da avaliacéo é o de aperfeicoar a pratica educativa e,
a partir disso, fazer com o que os alunos alcancem o maior nivel de competéncias,
de acordo com suas capacidades. Para alcancarmos uma qualidade satisfatoria do
ensino, € necessario conhecer os processos de aprendizagens dos alunos e avaliar
as intervencbes pedagogicas de cada docente. Levando em conta esses dois
aspectos, favorecemos o aperfeicoamento de nosso desempenho em sala de aula.

Mas como se da a avaliacdo dos diferentes tipos de conteudo,
avaliacdo dos conteudos factuais, conceituais, procedimentais e atitudinais?

Cada contetdo estudado tem seus objetivos educacionais a serem
alcancados. Esses objetivos orientam o processo educativo e, consequentemente, a
avaliacdo. Como ja dito anteriormente, € necessario avaliar o que o aluno sabe e de
que forma ele o sabe, mas como o professor pode avaliar esses saberes? Como

avaliamos o nivel de aprendizagem dos contetdos segundo a sua tipologia?
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Cada tipo de conteudo possui uma forma particular de avaliacéo,
desta maneira, iremos apresentar como avaliar os contetdos factuais, conceituais,
procedimentais e atitudinais.

Ao avaliar os conteudos factuais, fica claro que o professor ndo
almeja apenas a memorizacao da informagao, mas que esta tenha um significado,
que o aluno possua conhecimentos inerentes a informacéo e a articulagdo dela com
diferentes contextos (ZABALA, 2010).

Para entender melhor o que o autor quis dizer, daremos um
exemplo: ao indagar os estudantes sobre qual € a capital do Brasil, estes devem
responder que é Brasilia, mas alguns conceitos ligados a esta informacéo devem ser
do conhecimento do estudante, deve saber o que significa ser a capital de um pais,
qual sua importancia e qual € a sua localizacdo geogréafica. Estes conhecimentos
que vao além da pergunta devem ser ativados assim que a cidade Brasilia vem a

mente do estudante. Como afirma Zabala (2010, p. 202):

Uma aprendizagem significativa de fatos envolve sempre a
associacdo dos fatos aos conceitos que permitem transformar este
conhecimento em instrumento para a concepg¢ao e interpretacdo das
situacdes ou fenbmenos que explicam.

Se aceitarmos que o conhecimento dos fatos implica dominar
também os conceitos ligados a ele (no exemplo que citamos: localizacdo geografica,
conceito de capital, desenvolvimento historico...), desejamos que estes
conhecimentos sejam ativados sempre que necessario. Desta forma, as atividades
coerentes para localizar este tipo de aprendizagem, sao aquelas que fazem ligacéo
entre fatos e conceitos.

Outro exemplo que Zabala (2010) nos proporciona em seu livro, € a
seguinte situacao: na literatura, os alunos séo levados a lerem livros. Em uma
sequéncia de atividades referente a interpretacdo do livro, o professor fara
indagacoes a respeito do enredo, acontecimentos e também podera fazer perguntas
mais diretas a respeito de nomes de personagens ou ano de acontecimentos
presentes na obra. Fica evidente que o estudante devera dominar além dos fatos, os
conceitos ligados a eles.

Quando ha a necessidade de indagar sobre os fatos, a atividade

mais adequada para fazer essa avaliacdo € uma simples pergunta. A agilidade e a
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objetividade do aluno em respondé-la, nos esclarece a respeito do que o aluno sabe
e nos orienta a como ajuda-lo. Esta avaliacdo pode ser feita por meio de sequéncia
de atividades, provas escritas, dindmicas grupais ou avaliacéo oral (ZABALA, 2010).

Na maioria das vezes, identificar a aprendizagem dos conteudos
factuais é relativamente facil, afinal de contas, ou o aluno sabe ou ndo sabe, ou
ainda sabe em partes. Porém, identificar a aprendizagem de contetdos conceituais
nao € uma tarefa tdo facil assim, pois é inapropriado dizer que a aprendizagem de

um conteudo conceitual esta concluida. Zabala (2010, p. 204) afirma que teremos

[...] que falar de graus ou niveis de profundidade e compreenséo,
algo que implica a necessidade de propor atividades em que os
alunos possam demonstrar que entenderam, assim como sua
capacidade para utilizar convenientemente os conceitos aprendidos.

Sempre havera um aluno com um conhecimento mais profundo que
0 outro, desta forma, enfrentamos uma maior dificuldade em avaliar um contetudo
conceitual. O professor deve estabelecer qual € o grau de conhecimento a respeito
de determinados conceitos e avaliar segundo estes objetivos.

Ao indagarmos um aluno sobre o conceito de algum conteudo, €
corrigueiro a repeticdo ou memorizacdo dos conceitos explicitos no livro didatico,
sem que tenha havido uma real compreensao do assunto.

Desta forma, como é possivel avaliar se o aluno realmente
compreendeu um conteddo conceitualmente? Quais sdo as atividades mais

apropriadas para realizar esta avaliagcdo? Zabala (2010, p. 205) nos esclarece que:

As atividades que podem garantir um melhor conhecimento do que
cada aluno compreende implicam a observacdo do uso de cada um
dos conceitos em diversas situagdes e nos casos em que 0 menino
ou a menina os utilizam em suas explicacfes espontaneas (grifos do
autor).

Assim sendo, o método mais apropriado para avaliar conteudos
conceituais é a observacdo por meio de apresentacdes de trabalhos, discussoes,
trabalhos grupais ou outras atividades que instiguem o aluno a verbalizar a respeito
do assunto. Porém, enfrentamos alguns percalgos em nossa pratica educativa. O
namero de alunos e o tempo disponivel para a realizacdo das tarefas nem sempre

nos permitem aplicar as atividades citadas acima.
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Segundo Zabala (2010), é possivel também utilizar-se de provas
escritas, mas devemos ter consciéncia de que este instrumento possui limitacbes e
h& a necessidade de formula-la adequadamente a fim de minimizar estes efeitos. E
preciso propor atividades que forcem os alunos a utilizar os conceitos aprendidos em
situagOes diferenciadas. Uma outra maneira de identificar a aprendizagem de
conceitos em uma prova escrita é solicitar que os alunos expliquem a respeito de um
assunto utilizando argumentos e exemplos que nao foram utilizados em sala de aula.

Nas Ciéncias Exatas como Matematica, Fisica e Quimica, o0s
conteldos conceituais sdo mais faceis de avaliar em provas escritas por meio de
situacBes problema diversificados. Mas é importante salientar que 0os mesmos nao
podem ter relacdo direta com aqueles ja trabalhados em sala de aula, sendo
necessario diversificar.

O estudante deve refletir a respeito do problema proposto e tentar
encontrar estratégias de resolugdo. Situacdes problema similares aos trabalhados
em classe privam o raciocinio do aluno, fazendo com que o mesmo 0s resolva sem
ao menos compreender integralmente a situacdo em si. E importante proporcionar
informacdes além das necesséarias para resolver um problema, forcando a
interpretacdo do aluno para solucionar aquela situacédo (ZABALA, 2010).

Os conteudos factuais e conceituais podem ser expressos, como ja
citado, também por meio de provas escritas. JA 0s conteudos procedimentais
implicam em saber fazer, ou seja, sdo analisados em contextos de aplicacdo dos

conteudos factuais e conceituais. Zabala (2010, p. 207), nos explica que:

Para aprender um conteldo procedimental € necesséario ter uma
compreensédo do que representa como processo, para que serve,
guais sdo os passos ou fases que configuram, etc. O que define sua
aprendizagem ndo é o conhecimento que se tem dele, mas o
dominio ao transferi-lo para a prética.

Em suma, um conteudo procedimental é saber aplicar alguns fatos e
conceitos em situacdes adversas. Por exemplo, em um problema matematico, saber
aplicar corretamente férmulas e algoritmos em sua resolugéo.

Para realizar a avaliacdo de um conteudo procedimental, podem ser
utilizadas provas quando se refere a desenhos, escritas, aplicacdo de formulas,
representacfes gréficas, classificacdo de informacfes, entre outros. Porém, na

-

maioria das situagfes, utilizar-se de provas escritas ndo é o caminho. E mais
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prudente propor tarefas que obriguem os alunos a expor suas resolucgdes, fazendo
com que os conteudos procedimentais possam ser observaveis pelo docente.
“‘Devem ser atividades abertas, feitas em aula, que permitam um trabalho de
atencao por parte dos professores e a observacao sistematica de como cada um dos
alunos transfere o conteudo para a pratica” (ZABALA, 2010, p. 207).

Enfim, chegamos aos contetddos atitudinais que sdo aqueles que se
referem as atitudes do estudante frente a uma situacdo conflitante e, avaliar esses
conteudos é um trabalho mais complexo em relacdo aos demais. Zabala (2010, p.

209) informa que:

A fonte de informagé&o para conhecer os avangos nas aprendizagens
de conteldos atitudinais sera a observacao sistematica de opinides e
das atuacdes nas atividades grupais, nos debates das assembleias,
nas manifestacbes dentro e fora da aula, nas visitas, passeios e
excursdes, na distribuicdo das tarefas e responsabilidades, durante o
recreio, nas atividades esportivas, etc.

Desta forma, € necessario propor situacdes problemas que forcem
os alunos a tomar decisdes, e é partir dai, que o professor, por meio da observacao,

poderd avaliar seu comportamento.



65

4 DELINEAMENTO ESTRUTURAL DA SEQUENCIA DIDATICA

4.1 PERFIL DOS SUJEITOS DA PESQUISA

A Sequéncia Didética (SD) proposta nesta pesquisa foi aplicada em
um Colégio situado em uma cidade da regido Norte do Parand aos alunos da 12
série do Ensino Médio do turno matutino, no periodo de 11/05 a 05/06 do ano letivo
de 2017.

A amostra compés-se de 25 alunos — sendo 12 meninas e 13
meninos, cuja faixa etéria esta entre 14 e 15 anos — oriundos de trés cidades
distintas, sendo a prépria cidade onde esta localizado o Colégio eleito para a
aplicacdo da SD e outras duas circunvizinhas. Apesar de 25 alunos terem
participado da pesquisa, foram analisados aqueles que entregaram todas as
atividades propostas, perfazendo um total de 22 estudantes - 10 meninas e 12
meninos.

Em geral, os alunos demonstraram interesse e afinco no
desenvolvimento das atividades, tendo em vista que foram utilizados materiais e

abordagens diferentes das apresentadas cotidianamente nas aulas de Matemética.

4.2 ESTRUTURA DA SEQUENCIA DIDATICA

A SD proposta em nossa pesquisa para os alunos da 12 série do
Ensino Médio visa apresentar o desenvolvimento das Geometrias ndo Euclidianas
de curvatura positiva, e para tanto aborda os Postulados de Euclides e as
discussfes a respeito do quinto Postulado; o conceito de retas paralelas; apresenta
as diferentes curvaturas de uma superficie e todo um desenvolvimento histérico que
desencadeia nas Geometrias ndo Euclidianas, com foco na Geometria Esférica.

As atividades foram desenvolvidas de acordo com as orientacdes de
Zabala (2010), cujo argumento € que uma SD que visa a aprendizagem efetiva dos
envolvidos deve ser composta de conteudos factuais (F), conceituais (C),
procedimentais (P) e atitudinais (A). InformacOes mais detalhadas a respeito da
tipologia dos conteldos propostos pelo autor se encontram no capitulo 3 desta
pesquisa.

Esses contetudos permearam a SD produzida nesta pesquisa como
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pode-se observar no Quadro 4.

Quadro 4 — Tipologia dos conteludos referente ao Encontro 1

Q F C Pl A Q F | C P | A
At | X Q4c X
Q1 X Q4d X
Qla X Q4e X
Q1b X | X QA4f X
Qlc X Q5 X
Q1d X Q6a X | X
Q2a X Q6b X
Q2b X Q6¢c X | X
Q2c X 7At | X X
Q3 X | X Q7a X
Q4a X Q7b X
Q4b X Q7c X

Fonte: Os Autores (2017)

O Encontro 1 foi iniciado com uma pergunta factual (que ndo possui
numeracdo) e no decorrer das atividades organizadas para este encontro, houve
momentos de discussao que envolviam conteldos atitudinais e conceituais. Apés a
Q7, foi desenvolvida uma atividade com conteudos factuais e procedimentais.

No Encontro 2 foi proposto o estudo de um texto que revelava
informacBes histéricas importantes para o desenvolvimento da Geometria nao
Euclidiana. O estudo desse texto foi realizado por meio de um jogo de perguntas e
respostas, com os alunos organizados em equipe. Nele estavam presentes questdes

de cunho factual e conceitual, como apresentado no Quadro 5.

Quadro 5 — Tipologia dos conteudos referentes ao Encontro 2

QIF[clP[A QlF[c]P]A
P1 X P10 | X

P2 X P11 | X

P3 X P12 X

P4 X P13 X

P5 X P14 X

P6 X P15 | X

P7 X P16 X

P8 | X P17 X

P9 X P18 | X

Fonte: Os Autores (2017)

Como visto no Encontro 2, as questbes presentes no questionario
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apresentavam conteudos factuais e conceituais, além de trabalhar conteudos
atitudinais quando o aluno necessitava envolver-se no jogo para ajudar a sua equipe
a encontrar as respostas corretas no texto e participar como aluno eleito para
disputar o direito de resposta da pergunta da vez.

No Quadro 6 apresentamos as tipologias de cada questao referente

ao Encontro 3.

Quadro 6 — Tipologia dos conteldos referentes ao Encontro 3

Q |F|Cc |P[A Q [F]Cc[PJA
Qla X Q4a X
Q1b X Q4b X
Qlc X Q4c X
Q2a X Q5 X | X | X
Q2b X Q6 X

Q2c X Q6a X | X
Q2d X At X | X | X
Q2e X Q7 X

Q2f X Q8 X

Q3 X

Fonte: Os Autores (2017)

Nesse encontro, apds a Q6 houve um momento de troca de ideias
envolvendo contetdos procedimentais, atitudinais e conceituais.
O Quadro 7 apresenta a tipologia dos conteudos presentes no

Encontro 4.

Quadro 7 — Tipologia dos conteudos referentes ao Encontro 4

Q F C |P| A Q F C P | A
At X Q3d X

Qla X | X Q4 X X

Q1b X Q5 X | X

Qlc X Q6 X X

Q2a X | X Q7 X | X

Q3a X Q8a X X

Q3b X Q8b X X

Q3c X

Fonte: Os Autores (2017)

O quarto encontro foi iniciado com trés perguntas (que nao possuem
numeragéo), cujo objetivo era retomar alguns conhecimentos adquiridos em aulas
anteriores. Tais perguntas envolviam conteudos factuais e procedimentais.

O Colégio foi eleito para a aplicacdo da SD por ser o local de
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atuacao da professora pesquisadora e 0S encontros aconteceram em contraturno,
das 14h as 15h40min sempre as quintas-feiras de cada semana. A avaliagao final foi
aplicada no periodo matutino, no horario das aulas de Matematica no dia 05/06. A
aplicacao teve um total de quatro encontros de duas horas-aula cada um, no periodo
vespertino, com mais uma aula no periodo matutino para a aplicacdo das avaliacdes
finais, totalizando nove horas-aula.

A SD passou pela andlise intersubjetiva de trés professores, sendo
eles: um professor doutor atuante no Ensino Superior ha 15 anos; uma professora
doutora atuante no Ensino Superior h4 seis anos e uma professora especialista que
atua na Educacédo Bésica ha 37 anos.

Os professores avaliaram a pertinéncia das atividades que compdem
a SD com o conteudo abordado, bem como com a utilizacdo da abordagem
histérico-epistemoldgica. Essas contribui¢cdes foram cruciais para o enriguecimento e
adequacao da sequéncia, o que possibilitou sua aplicacao.

A seguir, apresentamos uma Vvisao geral a respeito dos contetdos
cobrados em cada encontro.

e Primeiro Encontro - Geometria Plana: foram propostas
atividades com os Potulados de Euclides, visto que foi a partir das discussdes do
quinto Postulado que desenvolveram-se novas Geometrias, denominadas
Geometrias ndo Euclidianas, além de apresentar o conceito de retas paralelas, a
soma dos angulos internos de um triangulo tragado na superficie plana e agugar a
curiosidade dos alunos a respeito de uma nova Geometria por meio de uma breve
atividade pratica.

e Segundo Encontro - O desenvolvimento de uma nova
Geometria: apresentamos um texto histérico referente ao desenvolvimento da
Geometria ndo Euclidana, comecando pelos Postulados de Euclides e alguns
matematicos que se envolveram na tentativa de provar o quinto Postulado como um
Teorema. Contudo, todas essas tentativas de demonstracdo evidenciaram novas
Geometrias, comecando pela Gemetria Hiperbdlica até chegar na Geometria
Esférica.

A fim de estimular uma aprendizagem efetiva e proporcionar um
maior interesse em compreender o texto histérico, propusemos 18 perguntas que
foram respondidas no decorrer da dinAmica, bem como especificadas nas regras do

jogo.
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e Terceiro Encontro — Geometria Esférica: apresentamos os trés
tipos de curvaturas e a Geometria sendo: Geometria Plana aplicada na curvatura
nula, a Geometria Hiperbdlica em superficies de curvatura negativa e a Geometria
Esférica em superficies de curvatura positiva. Com o auxilio de uma bola de isopor e
elasticos, conceitos da Geometria Esférica foram apresentados, tais como: retas
ilimitadas; inexisténcia de retas paralelas; circunferéncia maxima; geodésicas e
elementos notaveis da superficie esférica.

e Quarto encontro — Geometria esférica - area e volume: foi
abordada a soma dos angulos internos de um triangulo esférico e a classificacdo em
relacdo a seus angulos e lados. Foram propostas atividades que exploraram a

férmula da area e volume da superficie esférica.
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5 PRODUGCAO TECNICA EDUCACIONAL SEQUENCIA DIDATICA

O Produto Educacional apresentado nesta dissertacdo encontra-se

disponivel em  <http://www.uenp.edu.br/mestrado-ensino>. Para  maiores
informagdes, entre em contato com Bruna de Souza Sene Barbosa. E-mail:
bruna.barbosa02@hotmail.com.

Nesta secdo, apresentamos na integra a sequéncia didatica

Geometria nao Euclidiana de Curvatura Positiva.

5.1 SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DA GEOMETRIA NAO EUCLIDIANA NO ENSINO

MEDIO

Em seis quadros (um para cada encontro e outros dois se referindo
as avaliacbes) apresentamos as atividades da sequéncia didatica, seus objetivos e
comentarios a respeito de cada questédo elaborada para os encontros. A ideia é que
esses comentarios contribuam para uma melhor compreensdo das atividades e
avaliacdes desenvolvidas pelas pesquisadoras, facilitando a aplicacédo da SD pelos
professores da Educacédo Basica que se interessarem pelo assunto.

Quadro 8 — Ficha explicativa para o primeiro encontro
Identificacdo Atividade

Objetivos/observacbes
Essa questdo envolve uma
propriedade da Geometria

Na Geometria Plana, qual é a soma dos

El, AT1 angulos internos de gualguer tridngulo? Euclidiana e um dos pontos
primordiais que a difere da

Geometria ndo Euclidiana.

Para responder a esta pergunta, vamos

construir um tridngulo equiladtero seguindo o o
roteiro abaixo. Vocé precisara de régua, | Proposta com o objetivo de
compasso e transferidor. confirmar a resposta dada na
primeira pergunta e para
a) Com o transferidor, meca cada angulo e | instigar o uso dos materias
determine a soma dos &angulos internos | basicos para desenho
deste triangulo. geométrico euclidiano (régua,
o , ) compasso e transferidor), bem
0t | e e o e, " # | camo comproar que o zoms
' : dos internos  dos

angulos
triangulos planos é sempre
180°, com esta atividade é
possivel ainda explorar
brevemente a classificacdo dos

¢) Os triangulos acima sdo iguais? O que vocé
observou em relagdo aos angulos e a soma
dos angulos internos dos tridangulos dados?

d) Serd que é possivel construir um triangulo
gque possua a soma de seus angulos
internos maior que 180°7? Justifique.

tridngulos de acordo com seus
lados e angulos.



http://www.uenp.edu.br/mestrado-ensino
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Lembre-se que a Geometria Plana é
desenvolvida em uma superficie

A partir do quadro fazer com
gue os alunos reflitam que ha
outras superficies diferentes da

NOTA plana, porém existem outros tipos de _ k

EXPLICATIVA superficie. plana. Aqw,_ ca_bera _ao
professor mediar a discusséo a
respeito dessas outras

superficies.
A fim de leva-los a refletir
Verifigue se a resposta que vocé colocou na | sobre outras possibilidades,
pergunta “1. d* €& sempre verdadeira em | propomos uma atividade
qualquer superficie. Para isso, faca o que se | pratica cujo objetivo é o de
pede: agucar a curiosidade de
, . . nossos estudantes e fazé-los
<> _l}la bexiga que vocé recebeu, construa | ontender que em uma
um _trlangulo quglquer. Encha a beX|ga, na superficie de curvatura
medida que pAreferlr. Qom otransfend(_)Ar flexivel, positiva, a soma dos angulos
meca cada angulo interno deste triangulo e de um triangulo é maior que
responda: 180°. O professor regente
deverd orientar os alunos que
tal soma esta compreendida
a) Qual é a soma dos angulos internos do | entre 180° e 540°, porém n&o
seu triangulo? pode assumir esses valores.
E1l, Q2 Esta atividade é proposta, no
b) O que vocé observou entre a soma dos | primeiro encontro, apenas para
angulos internos do triangulo que Vvocé | deixa-los intrigados e agucar
construiu na questio 1 e do triangulo | sua curiosidade para um
desenhado na bexiga? conhecimento  que  sera
construido a partir do segundo

Momento de discussao... encontro.

Socialize sua resposta com seus colegas. O transferidor flexivel pode ser
obtido por meio da copia
xerografica do transferidor

c) De acordo com o que vocé acabou de | €uclidiano utilizado ~ pelos

analisar, é possivel afirmar que a soma dos | €Studantes, ~ou  seja, o

angulos internos de todo triangulo é sempre | transferidor flexivel utilizado na

igual a 180°? Justifique. apllc,:a}gao, desta - Sequéncia
Didética é de papel.

Tudo comecou com Euclides, um Inserimos um recorte histérico

matematico que exerceu muita influéncia || a respeito de Euclides e de sua

no ensino da Geometria Plana. Pouco se obra “Os Elementos”. Neste
sabe a respeito de sua vida, segundo recorte, € crucial a leitura

Gomes (2014), Euclides viveu por volta |} coletiva feita pelos alunos,

de 325 a.C. e 260 a.C. e ministrava aulas seguido pela explicagdo do

na Escola Platénica em Atenas. professor. Importante salientar
El, TEXTO1 Euclides é autor de “Os Elementos”, um |J que a obra é um compéndio
compéndio composto de 13 livros, dos conhecimentos
divididos entre Geometria Plana, Teoria |J| matematicos gregos ja
dos Numeros e Geometria Espacial. O |}l existentes até aquela época,
Livro |, apresenta 23 definicbes, 5 |f ou seja, Euclides reuniu o que
axiomas, os famosos 5 postulados e 48 |} ja era conhecido e distribuiu ao
teoremas. longo dos treze livros (KATZ,
2010).
No.texto. ficima ha trés palavra_s.que néq sdo | p compreensdo dessas trés
muito utilizadas em nosso cotidiano: axioma, palavras é deveras importante
E1, Q3 postulado e teorema. A fim de compreender para o entendimento do

melhor o texto,
significado de:

procure no dicionario o

desenvolvimento da Geometria
Esférica. O aluno pode
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Axioma; Postulado e Teorema.

pesquisar em seu dicionario ou
em dispositivos moveis.

Neste momento, espera-se que
os estudantes realizem uma

El, AT2 O que podemos deduzir em relagdo aos discussédo e que concluam que
Postulados e Axiomas? axioma e postulado podem ser
considerados sindnimos.
Com base no que acabou de descobrir,
classifigue cada afirmacdo abaixo em
Postulado ou Teorema:
a) Podemos descrever um circulo As questdes de a até e sio
possuindo qualquer centro e qualquer raio. 4
muito claras e espera-se que a
b)  Todos os angulos retos possuem 90°. maioria dos alunos respondam
de maneira assertiva.
c) Dois segmentos de reta sao congruentes | Na Q4f (o quinto Postulado de
guando possuem as mesmas medidas. Euclides), é esperado que 0s
. estudantes classifiguem-no
E1, Q4 d) Existem pontos que pertencem a uma | -omo um teorema, visto que
reta qualquerI do espago e outros que nao seu  texto & de dificil
pertencem a ela. compreensao, sendo
e)  Em um triangulo retangulo, a soma dos | Necessario um esbogo. O
quadrados dos catetos é igual ao quadrado da | Professor ndo deve intervir
hipotenusa. glnda e seguir para a atividade
f) Se duas retas (r e s) em um plano sdo
cortadas por outra reta c tal que os angulos
(e f) de um mesmo lado de ¢ somam um
valor menor que 180° entdo as retas r e s,
quando prolongadas do lado dos angulos = e &,
irdo se encontrar em algum ponto.
No Livro | de “Os Elementos”, Euclides
apresenta cinco Postulados, os quais estdo
elencados abaixo:
Espera-se que os estudantes
. . | relacionem o quinto Postulado
I.  Fique pos'EuIado tracar uma reta a partir | yo Euclides com a Q4f e que
de todo ponto até todo ponto. uma discussdo se inicie. E
. Também prolongar uma reta limitada, | IMPortante que o professor
continuamente, sobre uma reta. conduza o debate e explique
aos seus alunos que a
lll. E, com todo centro e distancia, descrever | discussdao em torno do quinto
E1, Q5 um circulo. Postulado perdurou por mais

IV. E serem iguais entre si todos os angulos
retos.

V. E, caso uma reta, caindo sobre duas
retas, faca os angulos interiores e do mesmo
lado menores que dois retos, sendo
prolongadas as duas retas, ilimitadamente,
encontram-se no lado no qual estdo os
menores do que dois retos (apud Bicudo).

de 2.000 anos, quando varios
mateméticos o classificavam
como um teorema por ser
composto por um texto muito
complexo. Porém, apds varias
tentativas, nao foi possivel
prova-lo como um teorema.
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Em seu ponto de vista, os cinco Postulados de
Euclides séo realmente de facil compreensao e
nao necessitam de demonstracdes? Justifique.

Foram diversos 0s matematicos que
trabalharam durante mais de 2000 anos em
busca da demonstracdo do quinto Postulado, a
fim de certificar se aquele era realmente um
Postulado ou se tratava de um Teorema.

a) De acordo com sua interpretagéo,
esboce o quinto Postulado de Euclides:

b) Desenhe seu esbog¢o no quadro de giz.

Solicitar o desenho do quinto
postulado a cada aluno de
acordo com sua interpretacéo,
sem intervencdo do professor.
Sugere-se que os alunos de
cada fila agrupem-se e
decidam pelo desenho que
melhor retrata o0 quinto
postulado. Um representante
expord no quadro de giz o
desenho do grupo e, logo
apos, a turma devera entrar em
um consenso e eleger a
representacéo mais fiel.

E de suma importancia reforcar

El, Q6 ” as informacdes que aparecem
Debate com a turma a respeito de algumas no enunciado das atividades a
representacdes desenhadas no quadro de giz. respeito das discussdes que
ocorreram por mais de dois mil
anos em torno do quinto
postulado, e que as
c) Ap6s a discussdo com a turma, impressées que o0s alunos
represente abaixo o esboco definitivo do quinto | tiveram foram a mesmas de
Postulado. muitos matematicos, o que
justifica toda essa discusséo e
a importancia de propor as
atividades dessa natureza,
visto que elas embasardo a
compreensdo do motivo do
desenvolvimento de novas

geometrias.
O quinto Postulado de Euclides, conhecido Espera-se que os estudantes
mais tarde como Postulado das Paralelas, percebam que este substituto
também pode ser expresso por: Por um ponto | ¢, proposto para facilitar a
fora de uma reta r ha apenas uma reta paralela compreensao do quinto
a reta r. Este substituto proposto pelo Postulado. Importante salientar
Matematico e Geodlogo escocés John Playfar que Euclides ndo mencionou
(_1748-;8}9) é 0 mais utilizado, inclusive nos retas paralelas neste
livros didaticos. Postulado, declarou apenas
gue se 0s angulos (menores
que 90°) formados por duas
retas cortadas por uma
Vamos localizar no Mapa fixado no quadro tranversal se encontrardo em
E1l, Q7 de giz o local que John Playfar nasceu? algum instante, entdo seria

Agora, localize o local do nascimento de
Euclides.

a) Em sua opinido, porque John Playfar
(1748-1819) criou um substituto para o quinto
Postulado de Euclides?

b) Agora, levando em consideracdo o
substituto de Playfar para o quinto Postulado,
vocé seria capaz de fazer o esbogo dele?

analogo pensar que se estes
angulos forem iguais a 90°,
ndo se encontrardo em
momento algum. Salientar que
estes Postulados foram
desenvolvidos visando sua
aplicagdo em  superficies
planas.

Localizar o local onde Euclides
e John Playfar nasceram,
reforca aos alunos que
matematicos de diferentes
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c) Mas afinal, o que sdo mesmo retas | localidades se envolveram nos
paralelas? desdobramentos do quinto

postulado. Euclides nasceu em
Alexandria, norte do Egito e
John Playfair nasceu na
Escdcia.

Fonte: Os Autores (2017)

Apresentamos a seguir, uma ficha para cada encontro, cuja

finalidade foi a de orientar o professor a respeito dos objetivos da aula, dos materiais

a serem utilizados para o desenvolvimento das atividades, das estratégias e a

possivel avaliacdo a ser empregada.

Ao final de cada encontro, dispomos de uma atividade intitulada

como “Refletindo um pouco” cujo objetivo foi o de fazer com que o aluno reflitasse a

respeito do conteudo que aprendeu no decorrer daquela aula e ao mesmo tempo,

permitir com que o professor organizesse as aulas seguintes levando em

consideracao as facilidades e dificuldades que seus alunos externaram na ficha.

Quadro 09 — Orientacfes para o primeiro encontro

Titulo da
Atividade

Geometria Euclidiana

Objetivos da
aula

* Apresentar os cinco Postulados de Euclides e revelar as discussdes
ocorridas em torno do quinto Postulado;

* Compreender o conceito de retas paralelas;

* Determinar a soma dos angulos internos de um tridngulo tragado na
superficie plana e na superficie de curvatura positiva.

Duracéo 2 h/a

* régua, compasso, transferidor rigido e outro flexivel;
Materiais * bexiga;
necessarios * dicionario ou dispositivo mével;

* Mapa Mundi.

Estratégia

Serd iniciada a aula com uma atividade diagndstica a respeito da soma
dos angulos internos de um triangulo desenhado em uma superficie
plana.

Sera solicitado para que os alunos construam, utilizando régua e
compasso, um tridangulo equilatero e obtenham, com o transferidor, a
soma dos angulos internos deste tridangulo. Logo em seguida, outros dois
triangulos serdo apresentados para que o aluno, utilizando seu
transferidor, determine a soma dos angulos internos destes triangulos.
Nestas atividades, o aluno confirmard que a soma dos angulos internos
de um triangulo plano é igual a 180°. Além disso, o professor podera
verificar se 0 aluno é capaz de trabalhar com os materiais de desenho.
Logo apds, serd solicitado que os alunos tracem um triangulo em uma
bexiga e mecam seus angulos internos para verificar que essa soma é
maior que 180°. Sera proporcionado um tempo para que os discentes
possam discutir a respeito do que acabaram de descaobrir.

O aprofundamento deste assunto (triangulo tracado em uma superficie
diferente da plana) se dara a partir do segundo encontro; a questao fica
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como uma atividade para despertar a curiosidade para novas
aprendizagens.

A seguir, serd abordada a historia de Euclides (~325-260 a. C.),
discorrendo brevemente a respeito da obra “Os Elementos” e sobre os
famosos cinco postulados.

Apbs o texto, sera solicitado que os alunos utilizem seu dicionario ou seu
dispositivo moével para procurar o significado das palavras “axioma,
postulado e teorema” e espera-se que 0os mesmos cheguem a concluséo
gue axioma e postulado tém significados muito semelhantes, chegando a
ser consideradas sindnimas?!.

Solicitaremos que cada aluno desenhe em seu material a sua
interpretacdo do quinto postulado e apés para alguns deles apresenta-las
no quadro de giz; sera proporcionado um momento de discussao para
que seja possivel chegar na representacdo mais proxima do correto.

Por fim, apresentaremos o substituto do quinto postulado proposto por
John Playfar.

Avaliacéo

A primeira pergunta da Sequéncia Didatica tem carater diagnéstica a fim
de verificar se o aluno possui conhecimento prévio a respeito da soma
dos angulos internos de um triangulo tracado na superficie plana.

A avaliagédo se daré durante todo o processo da realizagdo da sequéncia
didatica proposta. Em todos os encontros serdo observados:

* capacidade que o aluno possui em socializar os resultados obtidos com
os demais colegas;

* a persisténcia em alcancar os resultados mesmo diante de dificuldades;
* 0 envolvimento do aluno para resolver as atividades propostas;

* 0 comprometimento do aluno ao preencher avaliacdo de rotina
entregue no final do encontro.

As atividades e a avaliagdo deverdo ser executadas pelos alunos a fim
de nortear a prética do professor durante toda a aplicacéo da Sequéncias
Didéticas favorecendo possiveis adequacdes no decorrer do processo.
Neste primeiro encontro a avaliagdo tera carater formativo, no entanto
pode ser atribuida uma nota pela realizagdo das atividades (o valor
dessa nota fica a critério do professor), independentemente do aluno ter
realizado adequadamente as atividades.

Ao final das atividades sera proposta uma atividade avaliativa “Refletindo
um pouco”, cujo objetivo é coletar informacgdes a respeito das impressdes
dos alunos. A avaliagdo, de carater formativo, para a qual o principal
objetivo é analisar a aprendizagem dos alunos e nao o foco em notas.
Duracgéo: 10 min.

Fonte: Os Autores (2017)

11 “Salienta-se que as proposi¢cdes admitidas sem demonstragdo sao denominadas por axiomas ou
postulados, e as demais, aquelas demonstradas, sao ditas teoremas” (ZANELLA, 2013, p. 22).
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Geometria Euclidiana

Na Geometria Plana, qual € a soma dos angulos internos de gqualquer triangulo?

1. Para responder a esta pergunta, vamos construir um tridngulo equilatero
seguindo o roteiro abaixo. Vocé precisara de régua, compasso e transferidor.

1°) Trace um segmento de reta de 4 cm e marque 0s pontos extremos A e B;

2°) Pegue 0 compasso e com a ponta seca em A, abra até o ponto B e trace uma
semicircunferéncia;

3°) Agora, com a mesma abertura e a ponta seca em B, fagca uma outra
semicircunferéncia que corta a primeira em C;

4°) Ligue os pontos.

a) Com o transferidor, meca cada angulo e determine a soma dos angulos

internos deste triangulo.

b) Dados os triangulos a seguir, determine a soma de seus angulos internos.

Figura 01 — Triangulos

B 1 C B 2 C

Fonte: Adaptado de: http://www.estudarmatematica.pt/2014/02/triangulo-
equilatero-isosceles-e.html (2014)

c) Os triangulos acima sao iguais? O que vocé observou em relacdo aos angulos

e a soma dos angulos internos dos triangulos dados?



http://www.estudarmatematica.pt/2014/02/triangulo-equilatero-isosceles-e.html
http://www.estudarmatematica.pt/2014/02/triangulo-equilatero-isosceles-e.html
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d) Sera que é possivel construir um tridngulo que possua a soma de seus angulos

internos maior que 180°7? Justifique.

Lembre-se que a Geometria Plana é desenvolvida em uma superficie

plana, porém existem outros tipos de superficie.

2. Verifique se a resposta que vocé colocou na pergunta “1. d” & sempre

verdadeira em qualquer superficie. Para isso, faca o que se pede:
% Na bexiga que vocé recebeu, construa um triangulo qualquer. Encha a bexiga
na medida que preferir. Com o transferidor flexivel, meca cada angulo interno deste

tridngulo e responda:

a) Qual é a soma dos angulos internos do seu triangulo?

b) O que vocé observou entre a soma dos angulos internos do triangulo que vocé

construiu na questédo 1 e do triangulo desenhado na bexiga?

Momento de discussao...

Socialize sua resposta com seus colegas.

c) De acordo com o que vocé acabou de analisar, € possivel afirmar que a soma

dos angulos internos de todo triangulo é sempre igual a 180°? Justifique.
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E muito provavel que essas informacdes sejam novidade para vocé, certo?! Devem
té-lo deixado intrigado!!!

O que realizamos ha pouco, foi a constru¢do de um triangulo em uma superficie
diferente da plana, na qual alguns conceitos e regras mudam. As proposicoes e
teoremas aplicados na Geometria fundamentada na superficie plana ndo se aplicam
em outras superficies como a de curvatura positiva.

Bom, mas essas informacdes serdo exploradas mais adiante.

O desenvolvimento de uma nova Geometria deve-se ao estudo e observacdes de
muitos matematicos da antiguidade. Isso € uma longa histéria iniciada por Euclides
de Alexandria (lll a.C.). Vamos conhecer essa historia desde o inicio?!

Como tudo comecgou...

Tudo comecou com Euclides, um matematico que exerceu muita influéncia
no ensino da Geometria Plana. Pouco se sabe a respeito de sua vida,
segundo Gomes (2014), Euclides viveu por volta de 325 a.C. e 260 a.C. e
ministrava aulas na Escola Platbnica em Atenas.

Euclides é autor de “Os Elementos”, um compéndio composto de 13 livros,
divididos entre Geometria Plana, Teoria dos NiUmeros e Geometria Espacial.
O Livro |, apresenta 23 definigcbes, 5 axiomas, os famosos 5 postulados e 48

teoremas.

3. No texto acima ha trés palavras que ndo sdo muito utilizadas em nosso

cotidiano: axioma, postulado e teorema. A fim de compreender melhor o texto,
procure no dicionario o significado de:

Axioma:

Postulado:

Teorema:
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Fonte: http://www.comparto.com.br/portal/voce-sabe-falar-a-lingua-do-parto

& * O que podemos deduzir em relacdo a Postulados e Axiomas?

4.

Com base no que acabou de descobrir, classifique cada afirmacdo abaixo em

Postulado ou Teorema:

a)

f)

Podemos descrever um circulo possuindo qualquer centro e qualquer raio:

Todos os angulos retos possuem 90°:

Dois segmentos de reta sdo congruentes quando possuem as mesmas

medidas:

Existem pontos que pertencem a uma reta qualquer do espacgo e outros que

ndo pertencem a ela:

7

Em um tridngulo retangulo, a soma dos quadrados dos catetos € igual ao

quadrado da hipotenusa:

Se duas retas (r e s) em um plano séo cortadas por outra reta c tal que os
angulos (¢ eﬁ) de um mesmo lado de ¢ somam um valor menor que 180°,

entdo as retas r e s, quando prolongadas do lado dos angulos @ e P, irdao se

encontrar em algum ponto:

No Livro | de “Os Elementos”, Euclides apresenta cinco Postulados, os quais

estao elencados abaixo:

VI. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até
todo ponto.

VII. Também prolongar uma reta limitada, continuamente,
sobre uma reta.

VIII. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

IX. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

X. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os

angulos interiores e do mesmo lado menores que dois retos,
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sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontram-
se no lado no qual estdo os menores do que dois retos
(EUCLIDES, 2009, p. 8).

Sob seu ponto de vista, os cinco Postulados de Euclides sdo realmente de fécil

compreensao e ndo necessitam de demonstragdes? Justifique.

6. Foram diversos os matematicos que trabalharam durante mais de 2000 anos
em busca da demonstracdo do quinto Postulado, a fim de certificar se aquele era
realmente um Postulado ou se tratava de um Teorema.

a) De acordo com sua interpretacao, demonstre o quinto Postulado de Euclides:

b) Desenhe sua demonstracdo no quadro de giz.

; 12 Debate com a turma a respeito de algumas demonstracdes desenhadas

no quadro de giz.

c) Apobs adiscussdo com a turma, represente abaixo a demonstragéo definitiva do

quinto Postulado.

7. O quinto Postulado de Euclides, conhecido mais tarde como Postulado das

Paralelas, também pode ser expresso “Por um ponto fora de uma reta r ha

12 Fonte: https://publicdomainvectors.org/pt/vetorial-gratis/Imagem-vetorial-de-bal%C3%A30-lados-
esquerdo/16342.html
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apenas uma reta paralela a reta r”. Este substituto proposto pelo Matematico e
Gedlogo escocés John Playfair (1748-1819) é o mais utilizado, inclusive nos

livros didaticos.

Vamos localizar no Mapa fixado no quadro de giz o local que John Playfair

nasceu? Agora, localize o local do nascimento de Euclides.

a) Em sua opinido, porque John Playfair (1748-1819) criou um substituto para o
quinto Postulado de Euclides?

b) Agora, levando em consideracdo o substituto de Playfair para o quinto

Postulado, vocé seria capaz de fazer o esboco dele?

>~ 13prontinho, vocé construiu duas retas paralelas. Parabéns!!! &

c) Mas afinal, o que sdo mesmo retas paralelas?

Todas as aulas contam com uma ficha avaliativa proposta ao término da

aula, como apresentado mais detalhadamente no Quadro 10.

13 Fonte: https://www.emojistickers.com/products/party-popper



82

Quadro 10 — Ficha explicativa “Refletindo um pouco”

Identificacdo

| Atividade

| Objetivos/observacgdes

REFLETINDO UM POUCO

O objetivo deste  questionario,
entregue ao final de cada encontro, é

fazer com que os alunos revelem suas
facilidades, dificuldades e que o fagam
refletr a respeito do encontro

realizado, se foi produtivo, o que
chamou mais atencdo e o que pode
ser melhorado. Tal questionario auxilia

E1,E2,E3,E4 O que vocé aprendeu hoje?
Q1
E1E2.E3E4 Quais foram as facilidades que vocé
' Q'Z ' apresentou hoje?
E1E2.E3E4 Quais foram as dificuldades que
’ Q'3 ’ VOCé apresentou neste encontro?
E1,E2,E3,E4 Sintese Reflexiva
Q4

o professor na adaptacdo, encontro
por encontro, das atividades em uma
préxima aplicacao.

Fonte: Os Autores (2017)




REFLETINDO UM POUCO

Encontro: Tema da Aula:

Nome:

1. O que vocé aprendeu hoje?

2. Quais foram as facilidades que vocé apresentou hoje?

3. Quais foram as dificuldades que vocé apresentou neste encontro?

5. Sintese reflexiva.

83
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No segundo encontro prop6s-se um jogo como estratégia para
acesso as informagfes do contexto histérico relativos ao tema tratado, os quais sao
de extrema importancia para a aprendizagem do conhecimento matematico

trabalhado segundo uma abordagem histérico-epistemolégica.

Quadro 11 — Ficha explicativa para o segundo encontro

Identificacdo Atividade Objetivos/observagdes
Regras do Jogo — O desenvolvimento de uma
nova Geometria Propor um jogo de

perguntas e respostas a
e Dividir a classe em duas equipes, cada qual em | fim de estimular uma

um lado da sala de aula; aprendizagem efetiva em
. Nossos alunos e
e Entre as equipes, no centro da sala de aula, | proporcionar um maior
coloque a campainha de mesa sobre uma | jnteresse em
carteira; compreender o0 texto
. . . histérico a respeito do
o OJ/A professor(a) seré responsével por realizar as desenvolvimento das
perguntas e anotar a pontuacdo de cada equipe Geometrias no

ho quadro de giz; Euclidianas.

e Em cada extremo da carteira, ficara um | Sugere-se fque | as
componente de cada equipe que devera | Perguntas ormuladas

responder & pergunta da vez; para a realizagdo do jogo
sejam  recortadas e

e Todos os alunos sdo obrigados a participar como | coladas em papel cartdo
titular pelo menos uma vez; de modo que facilite a

_ manipulacéo das
e O aluno eleito para responder a pergunta da | mesmas.

rodada, devera ter uma de suas maos para tras e
a outra sobre sua orelha;

e Aleatoriamente, o professor pega um cartdo da

E2, JOGO -
caixa e faz a pergunta;

e O primeiro a apertar a campainha de mesa tem a
chance de consultar o texto e responder a
pergunta em até 30 segundos, sem a ajuda da
equipe (lembrando que nesse momento todos os
alunos podem consultar o texto em busca da
resposta);

e Caso o aluno ndo consiga responder no tempo
definido, a equipe poderd ajuda-lo em até 10
segundos;

e Se a resposta estiver incorreta, a outra equipe
tem a chance de responder, respeitando o
mesmo tempo dado a primeira equipe;

e Se a segunda equipe também responder
incorretamente  ou  ultrapassar o0 tempo
estipulado, a equipe adversaria pontua, devendo
o cartdo pergunta ser devolvido na caixa;

e Pontua aquele que responder corretamente
dentro do prazo estipulado;

e O jogador que acertar a resposta tem o direito de




85

pintar o rosto de seu adversario com tinta
guache;

e Vence a equipe que somar mais pontos;

e Cada aluno da equipe vencedora recebera um
bombom e os da outra equipe, uma bala.

Materiais necessérios
e Caixa para armazenamento dos cartfes;

e Bombons e balas;

e Campainha de mesa;
e Tinta guache;

e Cronbmetro;

e CartBes contendo as perguntas.

E2, TEXTO

O Desenvolvimento de uma Nova Geometria

Vimos na aula passada que Euclides de Alexandria
(~325 a. C. a 260 a. C.) foi o0 autor de um compéndio
intitulado “Os Elementos”, composto de 13 livros. No
Livro | ha topicos referentes a Geometria Plana e o
polémico quinto Postulado, conhecido também como
Postulado das Paralelas, podendo ser expresso por:
“Por um ponto fora de uma reta dada nao ha mais do
que uma paralela a essa reta” (EVES, 2011 p. 539).
Este substituto proposto pelo matematico John
Playfair (1748-1819) é o mais utilizado, inclusive nos
livros didéaticos por ser de facil compreenséo.

A discussdo a respeito do quinto Postulado é muito
antiga, Ptolomeu | (século Il) j& tentava demonstra-lo
como um teorema, assim como Girolamo Saccheri
(1667-1733), Johann Heinrich Lambert (1728-1777),
Carl Frederich Gauss (1777 - 1855), Janos Bolyai
(1802 - 1860) e Nikolai Lobachevsky (1793 - 1856).

De acordo com Eves (2011), Girolamo Saccheri foi
um jesuita nascido em S&o Remo na Italia autor da
primeira publicac@o pdstuma “Euclides Livre de Toda
Imperfeicdo”, em 1773, de um  estudo
verdadeiramente cientifico a respeito do quinto
postulado de Euclides.

Nesta obra, Saccheri admite as 28 proposi¢cdes de
Euclides e a partir disso realiza o estudo do
quadrilatero demonstrado na Figura 1 abaixo:

O objetivo do texto é
apresentar, a partir da
negacao do quinto
postulado de Euclides, o
desenvolvimento de uma
nova Geometria
denominada  Geometria
ndo Euclidiana.

O texto podera ser lido
em voz alta pelos alunos,
atribuindo um paragrafo
para cada estudante.
Salientar que para ter
sucesso no jogo, €
necessario prestar
atencao na leitura.

Se achar necessario,
apés a leitura pedir para
gue os alunos fagam um
resumo coletivo,
oralmente, daquilo que
compreenderam do texto.
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Figura 1 - Quadrilatero de Saccheri

D C

-] L
A B

Fonte: Adaptado de Gomes (2014)

No quadrilatero de Saccheri, 4 e E sdo angulos retos
e ADe EC sdo congruentes. O trabalho rendeu
diversas proposicdes interessantes resultantes da
tentativa de negar o quinto postulado, uma delas
seria que duas retas paralelas ndo sdo equidistantes,
entre outras afirmacdes (Carmo, 1987).

Resgatando o trabalho de Saccheri, 0 sui¢co Johann
Heinrich Lambert (1728-1777) também iniciou seus
estudos na tentativa de contradizer o quinto
postulado obtendo resultados estranhos, porém sem
conseguir negar o postulado das paralelas.

Toda essa mobilizacdo em torno do quinto postulado
(E postulado ou teorema? E possivel negé-lo ou
nao?), proporcionou vestigios de uma nova
Geometria, denominada de Geometria néo
Euclidiana.

O matematico alemao Carl Frederich Gauss (1777 —
1855) ja possuia conhecimento desta nova
Geometria, pois estudava o postulado das paralelas
e, em 1824, chegou a conclusdo que n&o seria
possivel demonstra-lo como um teorema e que uma
nova Geometria poderia ser desenvolvida por meio
desta deducdo (Boyer, 2012). Gauss optou por nao
tornar publico suas conclusdes por receio da nao
aceitacdo de uma Geometria diferente da Euclidiana,
considerada na época como verdade absoluta.
Poucos anos mais tarde, quase que
simultaneamente, sem o conhecimento das
pesquisas um do outro, Janos Bolyai e Nikolai
Lobachevsky chegam as mesmas conclusGes que
Gauss ja havia chegado em 1824 (Carmo, 1987). O
primeiro, um matemético hungaro nascido em
Kolozsvar, publicou suas conclusGes em 1832 como
apéndice de um livro de matematica de seu pai
Farkas Bolyai.

Lobachevsky, um matematico russo nascido em
Nizhny Novgorod, j& havia publicado suas
conclusbes em 1829, no entanto, devido a falta de
agilidade com que as novas informacgbes se
propagavam e devido aos obstaculos linguisticos,
Sua pesquisa permaneceu desprezada por anos.

Segundo Boyer (2012), devido ao fato dessa nova
Geometria fugir do senso comum, o proprio
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Lobachevsky a chamou de “Geometria imaginaria”.
Em 1829 publicou seu artigo intitulado “Sobre os
Principios da Geometria”, determinando oficialmente
a origem da Geometria ndo Euclidiana, mais
especificamente da Geometria Hiperbdlica (de
curvatura negativa).

Neste documento, o matematico russo exibe uma
hip6tese que conflitava com o quinto Postulado de
Euclides, a saber: por um ponto C fora de uma reta
AB podem ser tracadas mais de uma reta no plano
paralela a AB (BOYER, 2012).

Ap6s o surgimento da Geometria Hiperbdlica, era
natural que se pensasse na existéncia de outra nova
Geometria (Coutinho, 2001), foi a partir de entdo que
0 alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-
1866) desenvolveu a Geometria Esférica.

Filho de um pastor, nascido em Hanover na
Alemanha, era timido e tinha salde debilitada.
Possuia uma razoavel condigédo financeira e seu pai
foi seu educador até os 10 anos de idade. Estudou
nas Universidades de Gottingen e de Berlim. Em
1849, Riemman concluiu seu doutorado na
Universidade de Goéttingen com uma tese
extraordinaria introduzindo as Superficies de
Riemann (Eves, 2011).

Em 1854 Riemann foi aceito pela Universidade de
Gottingen como professor oficial ndo remunerado e
para isso apresentou um artigo que contribuindo
ricamente tanto para o desenvolvimento matematico
guanto para o da fisica, pois apresentava
possibilidades de novas geometrias e novos
espacos.

Conhecido como Postulado de Riemann, quaisquer
duas retas (paralelas ou n&o) contidas em uma
superficie curva se encontram em mais de um ponto
(Coutinho, 2001). A partir deste momento, propiciou-
se o desenvolvimento da Geometria Esférica.

A Geometria Esférica é aquela aplicada em uma
Superficie de Curvatura Positiva (Superficie
Esférica). Esta Geometria possui definicdes
diferentes das ja estudadas por vocé&, como por
exemplo, a soma dos éangulos internos de um
triangulo plano é igual a 180°, mas a soma dos
angulos internos de um tringulo esférico estd entre
180° e 540°, sem assumir estes valores.

E2, AT3

Vamos localizar no Mapa fixado no quadro de giz
os locais de nascimento dos estudiosos que
tentaram demonstrar o quinto Postulado de

Euclides como um teorema? S&o eles: Ptolomeu |;

Girolamo Saccheri; Johann Heinrich Lambert; Carl

Frederich Gauss; Janos Bolyai; Nikolai
Lobachevsky.

Localizar o local de
nascimento dos
estudiosos que tentaram
demonstrar 0  quinto
postulado como  um
teorema € interessante
para reforcar o impacto
que tal postulado gerou
na Geometria Plana.
Alguns mateméticos que
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se envolveram nessas
discuss@es (em diferentes
épocas) estdo elencadas
no texto e os locais de
nascimento sao:
Ptolomeu l: Egito;
Saccheri: Italia; Lambert:
Suica; Gauss: Alemanha,;
Bolyai: Hungria;
Lobachevsky: Rissia
(ZANELLA, 2013).

E2, P1

Dentre os cinco postulados de Euclides, qual foi
aguele que causou mais polémica? Por qué?

E2, P2

Por que John Playfair criou um substituto para o
quinto Postulado de Euclides?

E2, P3

John Playfair criou um substituto para o quinto
Postulado de Euclides. O que dizia esse substituto?

E2, P4

Em 1829 foi determinado oficialmente a origem da
Geometria ndo Euclidiana. Qual era 0 nome desta
Geometria e em que tipo de curvatura ela se aplica?

E2, P5

Lobachevsky exibiu uma hipétese que conflitava com
0 quinto Postulado de Euclides. Qual era essa
hip6tese?

E2, P6

Qual era a inten¢@o de Girolamo Saccheri quando
iniciou seus estudos no intitulado “Quadrilatero de
Saccheri”?

E2, P7

O trabalho de Girolamo Saccheri rendeu diversas
proposicdes interessantes resultantes da tentativa de
negar o quinto postulado. Uma dessa proposicdes é
que...

E2, P8

ApOs os trabalhos de Saccheri, um sui¢co também
iniciou estudos a fim de contradizer o quinto
Postulado, porém n&o conseguiu atingir seu objetivo.
Qual era 0 nome desse sui¢o nascido em 1728?

E2, P9

Foi possivel demonstrar o0 quinto Postulado como um
Teorema?

E2, P10

Qual foi um dos primeiros estudiosos a se prontificar
a demonstrar o quinto Postulado? Em qual século
iSso ocorreu?

E2, P11

As tentativas de Saccheri e Lambert de demonstrar o
quinto Postulado, trouxe indicios de uma novo
Geometria, denominada como ...

E2, P12

A Geometria Esférica é aplicada em superficies que
possuem que tipo de curvatura?

E2, P13

Dois mateméticos (Bolyai e  Lobachevsky)
desenvolveram uma nova Geometria em épocas
bem diferentes. Por que eles ndo conheciam as
pesquisas um do outro?

E2, P14

Por que o matematico alemé&o Carl Frederich Gauss
(1777 — 1855) decidiu ndo publicar suas conclusdes
a respeito da demonstracdo do quinto Postulado de
Euclides?

E2, P15

Quem foi o estudioso que desenvolveu a Geometria
Esférica?

E2, P16

Na Geometria Esférica, o que diz o Postulado de
Riemman?

As perguntas que fazem
parte deste jogo tém por
objetivo construir 0
conhecimento a respeito
das novas Geometrias.
Sugere-se propor
guestbes essenciais para
a compreensao do
conhecimento, inserimos
indagacdes a respeito de
datas dos
acontecimentos, nomes
dos estudiosos mais
influentes para  este
contetdo, e formular
perguntas com respostas
explicitas ou implicitas no
texto, necessitando de
um certo grau de
interpretacao.
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A Geometria de Euclides é aplicada em superficies

E2, P17 Planas. E a Geometria Esférica é aplicada em qual
superficie?
A soma dos &ngulos internos de um tridngulo
E2, P18

esférico estd compreendida entre ...

Fonte: Os Autores (2017)

Orientacfes para o segundo encontro e, em seguida, as atividades.

Quadro 12 — Orienta¢Oes para o segundo encontro

thtil\iligla(ljdae Jogo: O desenvolvimento de uma Nova Geometria
* Mostrar o desenvolvimento de uma nova Geometria denominada
Geometria ndo Euclidiana;
Objetivos do * Relacionar a Geometria Hiperbdlica e Esférica com a Geometria
Jogo Euclidiana, a partir da negacao do quinto postulado de Euclides;
* Relacionar a Geometria Esférica com a negacéo da existéncia de retas
paralelas.
Duracéo 2h/a
* Mapa Mundi
*Caixa para armazenamento dos cartdes;
Materiais * Bombons e balas;

necessarios

* Campainha de mesa,;

* Tinta guache;

* Cronbmetro;

* Cartdes contendo as perguntas.

Estratégia

Para a realizacdo do jogo, é importante realizar coletivamente a leitura
do texto “O desenvolvimento de uma nova Geometria”;

O docente fara a leitura das regras do jogo para seus alunos;

O professor devera ter em mao as regras do jogo, as perguntas e suas
respectivas respostas;

Fica a critério utilizar tinta guache, campainha de mesa e/ou prémios no
final do jogo para a equipe vencedora.

Avaliacédo

Neste encontro a avaliagdo terd carater formativo, com valor a ser
determinado pelo professor, atribuidos aos alunos que se envolverem no
jogo proposto, participando de todas as etapas ativamente. Também
sera avaliado o comprometimento do aluno ao preencher a atividade
“Refletindo um pouco”, entregue no final do encontro.

Cujo objetivo é coletar informacfes a respeito das impressées dos
alunos. A avaliacdo sera de carater formativo, e o principal objetivo é
analisar a aprendizagem dos alunos e ndo o foco em notas. Duracéo: 10
min.

Fonte: Os Autores (2017)

Regras do Jogo — O desenvolvimento de uma nova Geometria

o Dividir a classe em duas equipes, cada qual em um lado da sala de aula;
o Entre as equipes, no centro da sala de aula, colocar a campainha de mesa
sobre uma carteira,
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O/A professor(a) serd responsavel por realizar as perguntas e anotar a
pontuacao de cada equipe no quadro de giz;

Em cada extremo da carteira, ficara um componente de cada equipe que
deverd responder a pergunta da vez;

Todos os alunos sao obrigados a participar como titular pelo menos uma vez;

O aluno eleito para responder a pergunta da rodada, devera ter uma de suas
maos para tras e a outra sobre sua orelha;

Aleatoriamente, o professor pega um cartdo da caixa e faz a pergunta;

O primeiro a apertar a campainha de mesa tem a chance de consultar o texto e
responder a pergunta em até 30 segundos, sem a ajuda da equipe (lembrando
gue nesse momento todos os alunos podem consultar o texto em busca da
resposta);

Caso o aluno néo consiga responder no tempo definido, a equipe podera ajuda-
lo em até 10 segundos;

Se a resposta estiver incorreta, a outra equipe tem a chance de responder,
respeitando o mesmo tempo dado a primeira equipe;

Se a segunda equipe também responder incorretamente ou ultrapassar o
tempo estipulado, a equipe adversaria pontua, devendo o cartdo pergunta ser
devolvido na caixa;

Pontua aquele que responder corretamente dentro do prazo estipulado;

O jogador que acertar a resposta tem o direito de pintar o rosto de seu
adversario com tinta guache,;

Vence a equipe que somar mais pontos;

Cada aluno da equipe vencedora recebera um bombom e os da outra equipe,
uma bala.

Materiais necessarios

Caixa para armazenamento dos cartoes;
Bombons e balas;

Campainha de mesa;

Tinta guache;

Crondmetro;

Cartdes contendo as Perguntas.
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O Desenvolvimento de uma Nova Geometria

Vimos na aula passada que Euclides de Alexandria (~325 a. C. a
260 a. C.) foi o autor de um compéndio intitulado “Os Elementos”, composto de 13
livros. No Livro | h& tépicos referentes a Geometria Plana e o polémico quinto
Postulado, conhecido também como Postulado das Paralelas, podendo ser expresso
por: “Por um ponto fora de uma reta dada ndo ha mais do que uma paralela a essa
reta” (EVES, 2011 p. 539). Este substituto proposto pelo matematico John Playfair
(1748-1819) é o mais utilizado, inclusive nos livros didaticos por ser de facil
compreensao.

A discussao a respeito do quinto Postulado é muito antiga, Ptolomeu
| (século 1) j& tentava demonstra-lo como um teorema, assim como Girolamo
Saccheri (1667-1733), Johann Heinrich Lambert (1728-1777), Carl Frederich Gauss
(1777 - 1855), Janos Bolyai (1802 - 1860) e Nikolai Lobachevsky (1793 - 1856).

De acordo com Eves (2011), Girolamo Saccheri foi um jesuita
nascido em Sdo Remo na Italia autor da primeira publicagdo péstuma “Euclides Livre
de Toda Imperfeicao”, em 1773, de um estudo verdadeiramente cientifico a respeito
do quinto postulado de Euclides.

Nesta obra, Saccheri admite as 28 proposicfes de Euclides e a partir

disso realiza o estudo do quadrilatero demonstrado na Figura 1 abaixo:

Figura 1 - Quadrilatero de Saccheri

D C

ol

A

Fonte: Adaptado de Gomes (2014)

No quadrilatero de Saccheri, 4 e & sdo angulos retos e -AD e BEC sao

congruentes. O trabalho rendeu diversas proposi¢cdes interessantes resultantes da
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tentativa de negar o quinto postulado, uma delas seria que duas retas paralelas nao
sao equidistantes, entre outras afirmacdes (CARMO, 1987).

Resgatando o trabalho de Saccheri, o suico Johann Heinrich
Lambert (1728-1777) também iniciou seus estudos na tentativa de contradizer o
quinto postulado obtendo resultados estranhos, porém sem conseguir negar o
postulado das paralelas.

Toda essa mobilizagdo em torno do quinto postulado (E postulado

ou teorema? E possivel nega-lo ou n&o?), proporcionou vestigios de uma nova

Geometria, denominada de Geometria ndo Euclidiana.

O matematico alemdo Carl Frederich Gauss (1777 — 1855) ja
possuia conhecimento desta nova Geometria, pois estudava o postulado das
paralelas e, em 1824, chegou a conclusdo que ndo seria possivel demonstra-lo
como um teorema e que uma nova Geometria poderia ser desenvolvida por meio
desta deducéo (BOYER, 2012). Gauss optou por ndo tornar publico suas conclusdes
por receio da ndo aceitacdo de uma Geometria diferente da Euclidiana, considerada
na época como verdade absoluta.

Poucos anos mais tarde, quase que simultaneamente, sem o0
conhecimento das pesquisas um do outro, JAnos Bolyai e Nikolai Lobachevsky
chegam as mesmas conclusdes que Gauss ja havia chegado em 1824 (CARMO,
1987). O primeiro, um matematico hingaro nascido em Kolozsvar, publicou suas
conclusBes em 1832 como apéndice de um livro de matemética de seu pai Farkas
Bolyai.

Lobachevsky, um matematico russo nascido em Nizhny Novgorod, ja
havia publicado suas conclusdes em 1829, no entanto, devido a falta de agilidade
com que as novas informacdes se propagavam e devido aos obstaculos linguisticos,
sua pesquisa permaneceu desprezada por anos.

Segundo Boyer (2012), devido ao fato dessa nova Geometria fugir
do senso comum, o proprio Lobachevsky a chamou de “Geometria imaginaria”. Em
1829 publicou seu artigo intitulado “Sobre os Principios da Geometria”,
determinando oficialmente a origem da Geometria ndo Euclidiana, mais
especificamente da Geometria Hiperbdlica (de curvatura negativa).

Neste documento, o matematico russo exibe uma hipbétese que

conflitava com o quinto Postulado de Euclides, a saber: por um ponto C fora de uma
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reta AB podem ser tracadas mais de uma reta no plano paralela a AB (BOYER,
2012).
Apoés o surgimento da Geometria Hiperbdlica, era natural que se

pensasse na existéncia de outra nova Geometria (COUTINHO, 2001), foi a partir de

entdo que o aleméo Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) desenvolveu a

Geometria Esférica.

Filho de um pastor, nascido em Hanover na Alemanha, era timido e
tinha sadde debilitada. Possuia uma razoavel condicdo financeira e seu pai foi seu
educador até os 10 anos de idade. Estudou nas Universidades de Géttingen e de
Berlim. Em 1849, Riemman concluiu seu doutorado na Universidade de Gottingen
com uma tese extraordinaria introduzindo as Superficies de Riemann (EVES, 2011).

Em 1854 Riemann foi aceito pela Universidade de Gottingen como
professor oficial ndo remunerado e para isso apresentou um artigo que contribuindo
ricamente tanto para o desenvolvimento matematico quanto para o da fisica, pois
apresentava possibilidades de novas geometrias e novos espacos.

Conhecido como Postulado de Riemann, quaisquer duas retas
(paralelas ou ndo) contidas em uma superficie curva se encontram em mais de um
ponto (COUTINHO, 2001). A partir deste momento, propiciou-se o desenvolvimento
da Geometria Esférica.

A Geometria Esférica € aquela aplicada em uma Superficie de
Curvatura Positiva (Superficie Esférica). Esta Geometria possui definicdes diferentes
das ja estudadas por vocé, como por exemplo, a soma dos angulos internos de um

triangulo plano é igual a 180°, mas a soma dos angulos internos de um triangulo

esférico esta entre 180° e 540°, sem assumir estes valores.

Vamos localizar no Mapa fixado no quadro de giz os locais de
nascimento dos estudiosos que tentaram demonstrar o quinto Postulado de Euclides
como um teorema? Sao eles: Ptolomeu I; Girolamo Saccheri; Johann Heinrich

Lambert; Carl Frederich Gauss; Janos Bolyai; Nikolai Lobachevsky.
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Cartdes contendo as perguntas (para recortar e colar no papel cartéao)

Dentre os cinco postulados de
Euclides, qual foi aquele que
causou mais polémica? Por

qué?

Em 1829 foi determinado
oficialmente a origem da
Geometria ndo Euclidiana. Qual
era 0 nome desta Geometria e
em que tipo de curvatura ela se
aplica?

O trabalho de Girolamo
Saccheri rendeu diversas
proposic¢des interessantes
resultantes da tentativa de

negar o quinto postulado. Uma
dessa proposicdes é que...

Qual foi um dos primeiros
estudiosos a se prontificar a
demonstrar o quinto Postulado?
Em qual século isso ocorreu?

Dois mateméticos (Bolyai e
Lobachevsky) desenvolveram
uma nova Geometria em
épocas bem diferentes. Porque
eles ndo conheciam as
pesquisas um do outro?

Na Geometria Esférica, o que
diz o Postulado de Riemman?

Por que John Playfair criou um
substituto para o quinto
Postulado de Euclides?

Lobachevsky exibiu uma
hipétese que conflitava com o
quinto Postulado de Euclides.

Qual era essa hipétese?

Apoés os trabalhos de Saccheri,
um suigo também iniciou
estudos a fim de contradizer o
quinto Postulado, porém nédo
conseguiu atingir seu objetivo.
Qual era o nome desse suico
nascido em 17287

As tentativas de Saccheri e
Lambert de demonstrar o quinto
Postulado, trouxe indicios de
uma nova Geometria,
denominada como ...

Porque o matematico aleméo
Carl Frederich Gauss (1777 —
1855) decidiu ndo publicar suas
conclusdes a respeito da
demonstragéo do quinto
Postulado de Euclides?

A Geometria de Euclides é

aplicada em superficies Planas.

E a Geometria Esférica é
aplicada em qual superficie?

John Playfair criou um
substituto para o quinto
Postulado de Euclides. O que
dizia esse substituto?

Qual era a intencdo de
Girolamo Saccheri quando
iniciou seus estudos no
intitulado “Quadrilatero de
Saccheri™?

Foi possivel demonstrar o
quinto Postulado como um
Teorema?

A Geometria Esférica é aplicada
em superficies que possuem
gue tipo de curvatura?

Quem foi o estudioso que
desenvolveu a Geometria
Esférica?

A soma dos angulos internos de
um tridngulo esférico esta
compreendida entre ...




REFLETINDO UM POUCO

Encontro: Tema da Aula:

Nome:

1. O que vocé aprendeu hoje?

2. Quais foram as facilidades que vocé apresentou hoje?

3. Quais foram as dificuldades que vocé apresentou neste encontro?

5. Sintese reflexiva.
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No terceiro encontro conceitos e nomenclaturas especificas da Geometria

Esférica foram introduzidos.

Quadro 13 — Ficha explicativa para o terceiro encontro

Identificacdo

Atividade

O quinto Postulado de Euclides (~325 — 260
a. C.) deu muito o que falar; varios
mateméticos tentaram demonstrar o
postulado como um teorema. Dentre os
célebres matematicos que tentaram essa
demonstragéo, destacamos Proclus (410-
485), Saccheri (1667-1733), Lambert (1728-
1777), Gauss (1777 — 1855), Bolyai (1802 —
1860),

Lochevsky (1793 — 1856), entre outros.

Foi possivel perceber que a tentativa de

Objetivos/observacbes

Iniciar o encontro com um texto
histérico a fim de retomar as
discussdes em torno do quinto
postulado e evidenciar que se
tal postulado nédo era valido em

E3, TEXTO1 demonstrar o quinto postulado perdurou por superficies diferentes da plana.
muitos anos. O quinto postulado de Euclides Apresentar a palavra curvatura
era valido para a geometria plana, mas se pela primeira vez, conceito
considerassemos superficies com diferentes este, importante no estudo das
curvaturas, outros conceitos deveriam ser Geometrias nio Euclidianas.
formados.
As tentativas de demonstrar esse quinto
postulado proporcionaram vestigios de
novas Geometrias, conhecidas como
Geometrias ndo Euclidianas.
i A ideia é que os proprios
Mas espere ail! alunos exponham o que
Curvatura... Essa palavra néo é estranha!l entendem por curvatura, o
AT1 Mas o que S|gnn‘|ca’:> 0] que voceé entende por papel do professor aqui é o de
curvatura? Discussao da turma. orientar, se necessario, para
gue a discussdo ndo saia do
foco.
Como eu estava dizendo ha diversos objetos
com diferenf[es curvaturr_;\s, como por exemplo: Nesta chamada, é apresentado
< O apoio de madelra da sua carteira tem um exemplo de cada curvatura
curvatura nula; abordada durante o encontro.
NOTA & Uma bola de futebol tem curvatura | O Professor pode solicitar que
EXPLICATIVA positiva; os alunos deem outros
exemplos de cada curvatura a
< Uma corneta tem curvatura negativa. fim de certificar se houve a
compreenséao do contetdo.
De acordo com os exemplos citados, defina
com suas palavras: O objetivo da questédo é fazer
a) curvatura nula: com que os alunos re_flitam a
E3, Q1 respeito de um conceito com
b) curvatura positiva: base apenas nos exemplos
_ citados anteriormente.
C) curvatura negativa:
. . . A questdo objetiva verificar se
Classifique cada objeto abaixo em curvatura | houve a compreensdo das
E3, Q2 nula, positiva ou negativa: diferentes curvaturas
apresentadas em varias




97

a) lado céncavo de uma colher;
b) lado convexo de uma colher;
c) bola de basquete;

d) caixa de madeira retangular;
€) cabeca e nuca de uma pessoa;

f) superficie superior de um micro-ondas.

superficies.

Até este momento, € muito provavel que vocé
nunca tenha estudado os diferentes tipos de
curvatura. E importante saber que:

<> A Geometria Euclidiana é desenvolvida
em uma superficie de curvatura nula;

Esta chamada tem por objetivo

NOTA relacionar as superficies com
EXPLICATIVA oo A Geometria Hiperb(’)”ca é desenvolvida | as diferentes Geometrias
em uma Superficie de curvatura negativa; aplicadas.
<> A Geometria Esférica é desenvolvida em
uma superficie de curvatura positiva.
ApOs o surgimento do primeiro tipo de
Geometria ndo Euclidiana (Geometria
Hiperbodlica), era natural que se pensasse na
existéncia de uma outra nova Geometria; foi a
partir de entdo que o aleméo Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826-1866) desenvolveu
a Geometria Esférica (conhecida também Ocorrida apos 0
geometria Riemanniana). desenvolvimento da Geometria
Ele apresentou, em 1854, um artigo para a Hiperbdlica apresentar, no
Universidade de Gottingen, nha Alemanha, texto histérico, a Geometria
E3, TEXTO2 S L
contendo suas suposicdes sobre os Esférica, bem como o nome do
fundamentos da geometria, apresentando estudioso e o0 ano deste
possibilidades de novas geometrias e novos acontecimento.
espagos, contribuindo ricamente, tanto para o
desenvolvimento matematico quanto para o
da Fisica. Foi a partir da Geometria
Riemanniana que Albert Einstein péde
encontrar o contexto necessario para a teoria
da relatividade (EVES, 2011).
Entender as diferencas entre
Sob seu ponto de vista, qual é a diferenca entre | @  duas  Geometrias €
a Geometria Euclidiana e a Geometria primordial para a compreensao
E3, Q3 Esférica? da mesma, pois 0s conceitos
mudam de acordo com as
superficies em que séo
aplicadas.
Imagine a seguinte situacdo: Caio e seu amigo - 2
resolveram dar a volta ao mundo percorrendo a o Obéet'vo desta qu_estao e
linha do Equador. Ele disse que seguiria em glr;ten er, na pratica, f’ as
linha reta indefinidamente. erencas entrg _a superticie
plana e a esférica. O aluno
E3, Q4 a) Represente este percurso no espaco | deve chegar a conclusdo de

abaixo.

b) Represente, agora, em uma bola de
isopor.

gue na plana, pode-se tracar
uma linha reta indefinidamente,
mas na esférica retorna-se ao
ponto de partida.
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c) Quais sdo suas conclusbes a respeito
dessas duas representacBes que vocé acabou
de tracar?

O segundo Postulado de Euclides afirma que: E
possivel “prolongar uma reta limitada,
continuamente, sobre uma reta” (EUCLIDES in

Tomando por base as
conclusdes  afirmadas na
questdo anterior, o aluno deve
refletir acerca das diferencas
entre o postulado de Euclides
(aplicado na superficie plana) e

BICUDO, 2009, p. 98). a afirmagdo de Riemann
N . . e (aplicada na superficie de
E3, Q5 Na G_?ome(tjrla Rlemlgnnlana as rfgztas sdo f|n|t.asz curvatura  positiva);  devera
m{clz's ||m|taI as. Exp ique essa afirmacao. (Dica: concluir que ao tracar uma reta
utilize a bola de isopor) na esfera partimos e chegamos
em um mesmo ponto, por isso
sdo retas finitas, porém é
possivel dar quantas voltas
desejar em cima da mesma
reta ilimitadamente.
Na Geometria Esférica Riemann (1826-1866) | ESS€ € um ponto chave na
contradiz o quinto Postulado de Euclides | G€0metria Esférica, pois ndo
anunciando que ndo existem retas paralelas a | €XiStém retas paralelas nesta
uma reta dada e que “quaisquer duas retas em | Superficie. O professor nao
um plano tém um ponto de encontro” | d€Ve intervir nesta questdo e
(COUTINHO, 2001, p. 73). deixar cqm que os aIunPS tlrem
suas préprias conclusdes. Ha
Vocé concorda que nao existem retas paralelas | aqueles que imaginam
na superficie esférica? Explique. circunferéncias menores na
esfera e por isso respondem
gue podem existir paralelismo
na Esfera. Porém, é importante
levar em consideracdo o
conceito de reta na esfera, e
E3, Q6 iss,o ainda nado foi explorado
até o momento.
: — Neste momento, deixar o0s
Agora pegue a bola de isopor e elasticos. alunos explorarem a bola de
Vocé deve refletir sobre como demarcar dois isopor e os elasticos. Apés o
circulos maximos em sua esfera. Esses tempo destinado, o professor
circulos maximos tém algum ponto em deve intervir e salientar que
comum? Sdo paralelos? retas na esfera s&o os circulos
Momento de troca de ideias... maximos e portanto, ndo &
possivel pensar em circulos
menores como retas.
a) A partir das consideracdes feitas, se | o objetivo desta questdo é
considerarmos  circulos menores, existe diferenciar retas de circulos
paralelismo na esfera? menores na esfera.
<> Na Geometria Esférica a menor O quadro explicativo, chama a
distancia entre dois pontos é o arco de uma atencéo para as
circunferéncia maxima, denominada circunferéncias maximas,
NOTA Geodésica. denominadas Geodésicas,
EXPLICATIVA | < Circunferéncia maxima: é aquela que porém alguns autores referem-

possui 0 mesmo raio da esfera, ou seja, a
maior circunferéncia possivel de ser tracada
na superficie;

se a elas como retas.
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X Eixo: Qualquer reta que passa pelo
centro O;

<> Polos: Ponto de interseccédo entre o

eixo e com a superficie esférica. Os polos sédo @)

representados na esfera como Polo Norte (N)
e Polo Sul (S);

objetivo deste quadro
explicativo € apresentar o0s
elementos de uma esfera,
assunto este que os alunos ja
estudaram em séries
anteriores em Geografia.

NOTA
EXPLICATIVA || < Equador: E uma circunferéncia maxima
cujo plano é perpendicular ao eixo;

Paralelo: Plano perpendicular ao eixo e
paralelo ao Equador;
< Meridiano: E uma semicircunferéncia

maxima que liga os Polos e passa pelo eixo.

d) De acordo com as definicbes, nomeie
cada elemento notavel presente na superficie
esférica.

Para resolver essa questdo, o
aluno necessita ler com
atencdo o quadro explicativo
gque antecede a atividade e
nomear cada elemento da
esfera.

O conhecimento deste assunto
€ importante, pois foi por meio
deste, e da Geometria
Esférica, que outros
conhecimentos se
desenvolveram, como o GPS,
utilizado para a localizagéo.

E3, Q7

Essa fecha o

Vivemos em um planeta cujo formato é
esférico, no qual valem as regras da superficie
de curvatura positiva, entdo por que o
engenheiro ao desenvolver a planta de uma

pergunta
encontro trés e faz com que o
aluno reflita e tente chegar a
uma solucdo. Deve-se permitir

E3, Q8 uma discussao entre os alunos
para que 0s mesmos cheguem
a uma concluséo, sempre com

a mediacéo do professor.

casa, segundo a Geometria Plana, trabalha
com retas e ndo com geodésica?

Fonte: Os Autores (2017)

Segue a ficha de orientacdes e as atividades relativas ao terceiro

encontro.

Quadro 14 — Orientacdes para o terceiro encontro

Titulo da
Atividade

Geometria Esférica

E esperado que o aluno:
* Reconhecga as diferentes curvaturas como sendo da superficie plana,
hiperbdlica e esférica;

Objetivos da * Compreenda conceitos da Geometria esférica, tais como: geodésica,

aula circulos méaximos, circulos menores, elementos notaveis da esfera e
Postulado de Riemann.

Duracéo 2 h/a

Materiais * bola de isopor;

necessarios * elasticos.

Inicia-se a aula com uma atividade diagnostica a respeito das superficies
de curvatura nula, positiva e negativa.

Estratégia
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E solicitado que os alunos definam cada curvatura tendo por base os
exemplos presentes no proprio material entregue.

Apobs a apresentacdo das curvaturas, é requisitado ao aluno que explique
as diferencas entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica.

Em seguida, s&o propostas atividades envolvendo conceitos da
Geometria Esférica, que podem ser resolvidas com o auxilio dos
materiais manipulaveis. Os conceitos trabalhados s&o retas finitas e
ilimitadas, retas paralelas na superficie esférica, circunferéncias maximas
e elementos notaveis na superficie esférica.

A primeira pergunta da Sequéncia Didatica tem carater diagnéstico a fim
de verificar se o0 aluno possui conhecimento prévio a respeito das
superficies de curvatura nula, positiva e negativa.

Neste terceiro encontro pode ser atribuido uma nota (com valor a ser
determinado pelo professor) aos alunos, pela realizacdo das atividades
(independentemente de o aluno ter realizado adequadamente os
exercicios) e pela entrega da atividade “Refletindo um pouco” preenchida
no final da aula.

Cujo o objetivo é coletar informacbes a respeito das impressdes dos
alunos. A avaliacdo sera de carater formativo, e o principal objetivo &
analisar a aprendizagem dos alunos e nao o foco em notas. Duracao: 10
min.

Avaliacéo

Fonte: Os Autores (2017)

Geometria Esférica

O quinto Postulado de Euclides (~325 — 260 a. C.) deu muito o
gue falar, varios matematicos tentaram demonstrar o postulado como um
teorema. Dentre os célebres matematicos que tentaram essa demonstracao,
destacamos Proclus (410-485), Saccheri (1667-1733), Lambert (1728-1777),
Gauss (1777 — 1855), Bolyai (1802 — 1860), Lochevsky (1793 — 1856), entre
outros.

Foi possivel perceber que a tentativa de demonstrar o quinto
postulado perdurou por muitos anos. O quinto postulado de Euclides era valido
para a geometria plana, mas se considerassemos superficies com diferentes
curvaturas, outros conceitos deveriam ser formados.

As tentativas de demonstrar esse quinto postulado proporcionaram
vestigios de novas Geometrias, conhecidas como Geometrias ndo Euclidianas.

No ambiente que nos cerca, nos deparamos com objetos que

possuem diferentes curvaturas.



N

17

Mas espere ail!

Curvatura... Essa palavra ndo é estranha!

Mas o que significa? O que vocé entende por curvatura?

Discussao da turma.

L

-
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Como eu estava dizendo ha diversos objetos com diferentes

curvaturas, como por exemplo:

% O apoio de madeira da sua carteira tem curvatura nula;

% Uma bola de futebol tem curvatura positiva;

< Uma corneta tem curvatura negativa.

1. De acordo com os exemplos citados, defina com suas palavras:

a) curvatura nula:

b) curvatura positiva:

C) curvatura negativa:

14 Fonte: https://www.pinterest.pt/vickymayo/emoticons-emojis/
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2. Classifique cada objeto abaixo em curvatura nula, positiva ou negativa:

t

Fonte:
https://pt.aliexpress.com/w/wholesale-
spoon-wood.html

Fonte:
https://pt.dreamstime.com/fotografia-
de-stock-royalty-free-colher-baixo-
ngulo-esquerdo-image211107

Fonte:
http://queroimagem.blogspot.com.br/2
012/06/bola-de-basquete-png.html

D)

Fonte:
http://www.palaciodaarte.com.br/madeir
a-mdf

E)

1)
2)

Fonte:
https://modailustrada.wordpress.com/

F)

4

Fonte:
http://www.casasbahia.com.br/Eletrod
omesticos/FornodeMicroondas/Forno-
de-Micro-ondas-Panasonic-Style-
NNST674S-Inox-32L-
4337649.html?recsource=busca-
int&rectype=busca-21

Até este momento, é muito provavel que vocé nunca tenha estudado

os diferentes tipos de curvatura. E importante saber que:

s A Geometria Euclidiana € desenvolvida em uma superficie de curvatura nula;

% A Geometria Hiperbdlica é desenvolvida em uma Superficie de curvatura

negativa,



https://pt.dreamstime.com/fotografia-de-stock-royalty-free-colher-baixo-ngulo-esquerdo-image211107
https://pt.dreamstime.com/fotografia-de-stock-royalty-free-colher-baixo-ngulo-esquerdo-image211107
https://pt.dreamstime.com/fotografia-de-stock-royalty-free-colher-baixo-ngulo-esquerdo-image211107
http://queroimagem.blogspot.com.br/2012/06/bola-de-basquete-png.html
http://queroimagem.blogspot.com.br/2012/06/bola-de-basquete-png.html
http://www.palaciodaarte.com.br/madeira-mdf
http://www.palaciodaarte.com.br/madeira-mdf
https://modailustrada.wordpress.com/
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% A Geometria Esférica é desenvolvida em uma superficie de curvatura positiva.

Apo6s o surgimento do primeiro tipo de Geometria ndo Euclidiana
(Geometria Hiperbdlica), era natural que se pensasse na existéncia de uma outra
nova Geometria; foi a partir de entdo que o aleméo Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866) desenvolveu a Geometria Esférica (conhecida também
geometria Riemanniana).

Ele apresentou, em 1854, um artigo para a Universidade de

Gottingen, na Alemanha, contendo suas suposi¢cdes sobre os fundamentos da
geometria, apresentando possibilidades de novas geometrias e novos espacos,
contribuindo ricamente tanto para o desenvolvimento matematico quanto para o da
fisica. Foi a partir da Geometria Riemanniana que Albert Einstein pdde encontrar o
contexto necessario para a teoria da relatividade (EVES, 2011).

3. Sob seu ponto de vista, qual é a diferenca entre a Geometria Euclidiana e a
Geometria Esférica?

Para resolver as atividades propostas a seguir vocé precisara de bola de isopor e
elasticos. Chegou o momento de explorar a esfera. Maos a obra!!

4. Imagine a seguinte situacdo: Caio e seu amigo resolveram dar a volta ao
mundo percorrendo a linha do Equador. Ele disse que seguiria em linha reta
indefinidamente.

a) Represente este percurso no espaco abaixo.

OCEANO. ARTICO

AM!llnc'A B PP
Catel, OCEANO

T ATLANTICO —

ASIA

'V, amErica OCEANO

CENTRAL b v
% , AFRICA R AT
Equedor | | e »

OCEANO AMERICA O EAND e a2
PACIFICO DO SUL INDICO

| ~ OCEANIA
OCEANO :

ATLANTICO
OCEANO | ANTARTICO

ANTARTICA 15

© 2010 Encyclopmdia Britannica, Inc.

b) Represente, agora, em uma bola de isopor.

15 Fonte: http://viajandonageo.blogspot.com.br/2015/03/mapa-mundi.html



104

c) Quais sdo as suas conclusbes a respeito dessas duas representacdes que
vOocé acabou de tragar?

5. O segundo Postulado de Euclides afirma que: E possivel “prolongar uma reta
limitada, continuamente, sobre uma reta” (BICUDO in Euclides, 2009, p. 98). Na
Geometria Riemanniana as retas sao finitas, mas ilimitadas. Explique essa
afirmacdo. (Dica: utilize a bola de isopor)

6. Na Geometria Esférica Riemann (1826-1866) contradiz o quinto Postulado de
Euclides anunciando que nado existem retas paralelas a uma reta dada e que
“quaisquer duas retas em um plano tém um ponto de encontro” (COUTINHO, 2001,
p. 73).

Vocé concorda que ndo existem retas paralelas na superficie esférica? Explique.

Agora pegue a bola de isopor e elasticos.
Vocé deve refletir sobre como demarcar dois circulos maximos em sua esfera.
Esses circulos maximos tém algum ponto em comum? Sao paralelos?

a) A partir das consideracdes feitas, se considerarmos circulos menores, existe
paralelismo na esfera?

16 Fonte: http://www.comparto.com.br/portal/voce-sabe-falar-a-lingua-do-parto/
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% Na Geometria Esférica a menor distancia entre dois pontos € o arco de uma
circunferéncia méxima, denominada Geodésica.

% Circunferéncia maxima: é aquela que possui 0 mesmo raio da esfera, ou
seja, a maior circunferéncia possivel de ser tracada na superficie.

Vamos conhecer os elementos notaveis da superficie esférica?

Eixo: Qualquer reta que passa pelo centro O;

Polos: Ponto de interseccéo entre o eixo e com a superficie esférica. Os polos
sao representados na esfera como Polo Norte (N) e Polo Sul (S);

%  Equador: E uma circunferéncia maxima cujo plano é perpendicular ao eixo;

< Paralelo: Plano perpendicular ao eixo e paralelo ao Equador;

% Meridiano: E uma semicircunferéncia méaxima que liga os Polos e passa pelo
eixo.

X/
°
X/
°

7. De acordo com as definicbes, nomeie cada elemento notavel presente na
superficie esférica.

17

17 Fonte: ZANELLA, I.A.; Geometria Esférica: Uma proposta de Atividades com Aplicagbes. 2013.
129 f. Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Universidade Estadual
de Londrina, Londrina, 2013.
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8. Vivemos em um planeta cujo formato é esférico, no qual valem as regras da
superficie de curvatura positiva, entdo por que o engenheiro ao desenvolver a planta
de uma casa, segundo a Geometria Plana, trabalha com retas e ndao com
geodésica?
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REFLETINDO UM POUCO

Encontro: Tema da Aula:

Nome:

1. O que vocé aprendeu hoje?

2. Quais foram as facilidades que vocé apresentou hoje?

3. Quais foram as dificuldades que vocé apresentou neste encontro?

5. Sintese reflexiva.
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O Quadro 15 apresenta os objetivos de cada atividade proposta para o

quarto encontro.

Quadro 15 — Ficha explicativa para o quarto encontro

Atividade

Identificacdo

Até o momento aprendemos que:
* Ha superficies de curvatura ,
e -

Objetivos/observacbes

. = . ' O objetivo desta primeira
A soma dos angulos internos de qualquer L ], )
o ) . - atividade € revisar alguns
E4, AT1 triangulo inserido na superficie plana . A .
L conhecimentos ja vistos até o
éigual a .
—_—" momento.
E numa superficie esférica?
* O que mais aprendemos na aula passada?
Com a bola de isopor maior em méaos, marque
trés pqn_tos A Be C néo colineares sobre sua O objetivo desta atividades é
superficie. Ligue esses pontos e responda: fazer com que os alunos
a) Que figura vocé formou? trab}alhem com o transferidor
flexivel e determinem a soma
b)  Com o transferidor flexivel meca os dos angulos internos de seu
E4, Q1 angulos internos desse tridngulo. triangulo.
' . . R Fica a critério do professor
Az E: C: permitr  que os  alunos
socializem as respostas, a fim
c) Determine a soma dos angulos internos | de que percebam que essa
deste triangulo: soma nunca Ssera menor gue
180° e nem maior que 540°.
Construa, no espago abaixo, um triangulo plano
que possua trés angulos retos: O objetivo da atividade ¢ fazer
a) Foi possivel construir um tridngulo com trés com que os alunos se
B4, Q2 an uloz retos nesta folha de pa gl? Justifique certifiquem de que ndo €
9 papet: que. possivel construir esse
triangulo no plano.
Utilizando os materiais disponiveis para a
realizacdo das atividades, tente construir um
triangulo que possua trés angulos retos na
bolinha de isopor menor e responda:
a) Foi possivel realizar a construgao? O objetivo desta questdo é
| & ~ s i mostrar aos alunos que na bola
3) Q_ga ela SO;T,la_. dc;s angulos internos de isopor a construcdo do
E4, Q3 este triangulo esferico* triangulo é possivel, o que ndo
c)  Este triangulo possui os trés lados sEe aplica .n% (:(]juestao_ gntenor.
iguais? Justifique. ssas atividades evidenciam
algumas diferencas entre a
d) Agora, com ajuda de seu colega e | Geometria Plana e a Esférica.
utilizando a bola de isopor, elasticos e alfinetes,
construa o maior tridngulo possivel na bolinha
de isopor. Qual é a soma aproximada dos
angulos internos deste tridangulo esférico?




Classificacdo em relagdo a seus angulos:

Retangulo: possui um Unico angulo reto;

BirretAngulo: possui dois &ngulos retos;

Trirretangulo: possui trés angulos retos.

109

Essa nota classifica o0s
NOTA tridngulos esféricos quanto a
EXPLICATIVA Classificac&o em relacdo a seus lados: g g
seus angulos e lados.
Retilatero: possui um lado medindo 90°;
Birretilatero: possui dois lados medindo 90°;
Trirretilatero: possui trés lados medindo 90°.
Para calcular a area de uma superficie esférica
utilizamos: As= 4nr?2. Considerando a menor
E4, Q4 bqlinha de isopor disponivel e sabendo que seu
raio mede aproximadamente 2,9 cm, determine
sua éarea. (Dados: n=3,14; A= &rea; r= raio) Os dois prob|emas envolvem o
0 sta Dlastico desel I r calculo da area de uma
m ar LS a plas 'Cg | es(,jeja co ocadr e?stcj)ma de superficie esférica por meio da
suas obras uma bola de gesso de 2,50 M de€ | ¢4,y 15 apresentada.
diametro, no entanto sera necessario pinta-la
E4, Q5 de dourado. Calcule o custo com a tinta
sabendo que o metro quadrado tem um custo
de R$ 195,00.
O nosso Planeta possui aproximadamente
6.370 km de raio. Com base nessa informagéo
determine: N ,
Essa questdo envolve area de
a) a area da superficie coberta de agua, | uma superficie esférica, bem
E4, Q6 sabendo que ela  corresponde a | como o volume da esfera, por

aproximadamente 3/4 da superficie esférica
total.

b) O volume da esfera. (Dados: V= 4/3nr3)

meio das formulas

apresentadas.

Fonte: Os Autores (2017)

A seguir sdo apresentadas as orientacdes

encontro, bem como as fichas avaliativas finais.

Quadro 16 — Orienta¢Oes para 0 quarto encontro

e as atividades do quarto

Titulo da
Atividade

Geometria Esférica — Area e Volume

Objetivos da
aula

* Reconhecer um triangulo esférico;

* Determinar a soma dos angulos internos de um triangulo esférico;
* Explorar a area e o volume da superficie esférica.

Duracé&o 2 h/a
o * 02 bolas de isopor (uma maior e outra menor),
Materiais . 1 et por ( )
L. elasticos;
necessarios . o1
alfinetes.

Estratégia

nas aulas anteriores.

Inicia-se a aula com um dialogo a respeito dos conteudos aprendidos
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Em seguida, trabalhamos com a soma dos angulos internos de um
triangulo tracado na esfera, bem como com a apresentacdo de um
triangulo trirretangulo.

Logo apos, sdo propostas atividades envolvendo soma dos angulos
internos, a area e o volume de uma superficie esférica.

Neste quarto encontro pode ser atribuida uma nota (com valor a ser
determinado pelo professor) aos alunos, pela realizacdo das
atividades (independentemente de o aluno ter realizado
adequadamente 0s exercicios).

Avaliacédo Ao final das atividades € proposta uma atividade avaliativa
“‘Refletindo um pouco”, cujo o objetivo é coletar as impressées dos
alunos entorno dos encontros realizados. Esta avaliacao é de carater
formativo e o principal objetivo é analisar a aprendizagem dos alunos

e ndo o foco em notas. Duragdo: 10 min.

Fonte: Os Autores (2017)

Geometria Esférica — Area e Volume

18Até 0 momento aprendemos que:

* Ha superficies de curvatura :
* A soma dos angulos internos de qualquer triangulo inserido na superficie plana
€ igual a

E numa superficie esférica?

* O que mais aprendemos na aula passada?

TRIANGULOS

1. Com a bola de isopor maior em maos, marque trés pontos A, B e C nao
colineares sobre sua superficie. Ligue esses pontos e responda:
a) Que figura vocé formou?
b) Com o transferidor flexivel meca os angulos internos desse triangulo.
A: B: C:
c) Determine a soma dos angulos internos deste triangulo:

2. Construa, no espaco abaixo, um tridangulo plano que possua trés angulos retos:

18 Fonte: http://www.osinvicioneiros.com.br/2012/04/tres-cancoes-pra-lembrar.html
19 Fonte: http://www.comparto.com.br/portal/voce-sabe-falar-a-lingua-do-parto/
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a) Foi possivel construir um triangulo com trés angulos retos nesta folha de papel?
Justifique.

3. Utilizando os materiais disponiveis para a realizacdo das atividades, tente
construir um tridangulo que possua trés angulos retos na bolinha de isopor menor e
responda:

a) Foi possivel realizar a construcao?
b) Qual é a soma dos angulos internos deste triangulo esférico?
c) Este triangulo possui os trés lados iguais? Justifique.

d) Agora, com ajuda de seu colega, e utilizando a bola de isopor, elasticos e
alfinetes, construa o maior triangulo possivel na bolinha de isopor. Qual é a soma
aproximada dos angulos internos deste triangulo esférico?

CLASSIFICACAO DE TRIANGULOS ESFERICOS

Classificacdo em relacdo a seus angulos: 4
Retangulo: possui um Unico angulo reto;
Birretangulo: possui dois angulos retos;
Trirretangulo: possui trés angulos retos.

AN

Classificacao em relacao a seus lados:
Retilatero: possui um lado medindo 90°;
Birretilatero: possui dois lados medindo 90°;
Trirretilatero: possui trés lados medindo 90°.
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AREA e VOLUME DA ESFERA

4. Para calcular a area de uma superficie esférica utilizamos: As= 4mr2.
Considerando a menor bolinha de isopor disponivel e sabendo que seu raio mede

aproximadamente 2,9 cm, determine sua &rea. (Dados: = 3,14; A= area; r= raio)

5. Um artista plastico deseja colocar em uma de suas obras uma bola de gesso
de 2,30 m de didmetro, no entanto serd necessario pinta-la de dourado. Calcule o
custo com a tinta sabendo que o metro quadrado tem um custo de R$ 195,00.

6. O nosso Planeta possui aproximadamente 6.370 km de raio. Com base nessa
informacédo determine:

a) a area da superficie coberta de agua, sabendo que ela corresponde a
aproximadamente 3/4 da superficie esférica total.

Fonte: http://questoesdevestibularnanet.blogspot.com.br/2013/11/questoes-resolvidas-de-vestibulares_21.html
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b) O volume da esfera. (Dados: V= 4/37r3)
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REFLETINDO UM POUCO

Encontro: Tema da Aula:

Nome:

1. O que vocé aprendeu hoje?

2. Quais foram as facilidades que vocé apresentou hoje?

3. Quais foram as dificuldades que vocé apresentou neste encontro?

5. Sintese reflexiva.




finais.
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Os Quadros 17 e 18 apresentam os objetivos das fichas avaliativas

Quadro 17 — Ficha explicativa “Refletindo a respeito dos encontros”

Identificacdo | Atividade |  Objetivos/observacées
REFLETINDO A RESPEITO DOS ENCONTROS
Vocé ja sabia que existem outras geometrias | O questionario visa orientar o
E5, Q1 diferentes da plana? Justifique. professor acerca da
necessidade de adequacédo na
As atividades propostas nas aulas favoreceram | Sequéncia Didatica para as
E5, Q2 sua aprendizagem? Comente. proximas aplicacoes.
As perguntas orientam 0s
As informacdes e os conteldos presentes nas | glunos a  externar  suas
E5, Q3 atividades  foram claras e de facil | consideracdes a respeito do
compreensao? Comente. assunto (se é inédito ou nao), a
respeito da linguagem (se esta
Vocé ainda ficou com davidas a respeito de adequada), se ainda ficaram
ES5, Q4 alguns assuntos das aulas? Quais? resquicio de ddvidas sobre o
assunto e se as atividades e
O que vocé achou das aulas? Foram | conjunto com os materiais
ES5, Q5 interessantes? Despertou sua curiosidade? | manipulados foram suficientes
Comente. para despertar o interesse dos
alunos para aprendendizagem.

Fonte: Os Autores (2017)

Quadrol8 — Ficha explicativa “Atividade avaliativa”

Identificacdo | Atividade |  Objetivos/observacdes
ATIVIDADE AVALIATIVA
Os Elementos foi uma obra que predominou por | Euclides foi um estudioso de
mais de dois mil anos no ensino da Geometria | 9rande importancia para a
E5, Q1 Plana. Qual era o nome do autor desta obra? Geometria Plana e para as
Geometrias ndo Euclidianas.
Evidencia-lo é primordial no
estudo do assunto.
Esse conhecimento deve estar
bem estruturado na
A soma dos angulos internos de qualquer | consciéncia do aluno, pois &
triangulo no plano é igual a quantos graus? um dos conceitos que muda
E5, Q2 dependendo da superficie em
gue tracamos o tridngulo, além
de servir de base a reaolucao
de outros problemas
envolvendo a Geometria Plana.
Por que o quinto postulado de Euclides de
Alexandria ("'325 e 260 aC) causou tanta | Esse ponto foi o estopim para
E5, Q3 polémica entre a comunidade cientifica? o desenvolvimento das novas
Geometrias.
Que mateméatico desenvolveu a Geometria | Evidenciar o matematico que
E5. 04 Esférica? desenvolveu a  Geometria
’ Esférica, foco do nosso estudo,
€ essencial.
Se um triangulo esta insi:rito em uma superficie | Esse conceito é um dos que
E5, G5 ?r?;(re]nc?, a so?a dos angulos |n|ternos deste | gifere da Geometria Plana, e
) gulo pode assumir valores entre | | qos pontos base para a
e compreensdo da Geometria
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Esférica.
Dé, com suas palavras, a definigdo e cite um ) ) )
exemplo de curvatura: Saber diferenciar as dlferen.tes
curvaturas e ser capaz de citar
Nula: exemplos de cada uma deles é
E5, Q6 0 suporte necessario para
Positiva: compreender a respeito das
_ diferentes curvaturas que cada
Negativa: Geometria aplica.
Conceito de extrema
E possivel tracar retas paralelas na esfera? | importancia para a Geometria
E5, Q7 Explique. Esférica. O aluno precisa ter
ciéncia do que sdo retas na
esfera e 0 que é paralelismo.
Determine o raio e o volume de uma esfera que
ES, Q8 possui area igual a 1808,64 u’.
Uma fabrica de chocolates, visando aumentar | Essas  atividades  exigem
suas vendas para o dia dos namorados, deseja | interpretacdo do aluno para
fabricar bombons no formato de uma esfera. | resolver problemas, na
Para saber o custo dessa produgdo, precisa | aplicacdo das férmulas e no
calcular a quantidade necessaria de chocolate | desenvolvimento das mesmas.
E5, Q9 para o recheio. Sabendo que cada bombom | Fica a critério do professor o
tem 1,7cm de raio e sera inteiro recheado de | oferecimento das formulas
chocolate, calcule a capacidade desses | para aresolugédo do exercicio.
bombons esféricos, considerando que a
espessura da casca crocante é de 0,2cm.

Fonte: Os Autores (2017)

Quadro 19 — Orientacdes Atividades Avaliativas

Titulo da Atividade

Atividades Avaliativas

A atividade “Refletindo a Respeito dos Encontros” tem como
objetivo coletar as impressdes dos alunos a respeito dos encontros

Objetivos realizados.
A “Atividade Avaliativa” tem o objetivo de verificar a aprendizagem
dos alunos com relacdo ao tema estudado
Duracéo 50 minutos
Ap6s a aplicagdo da atividade “Refletindo a Respeito dos
Encontros”, aplicar a “Atividade Avaliativa”.
E permitido o usa da calculadora.
Estratégia Fica a critério do professor disponibilizar as férmulas para a
realizacao dos problemas que envolvem area e volume.
O professor ndo deve intervir nas respostas dos alunos.
A atividade avaliativa “Refletindo a Respeito dos Encontros” é de
carater formativo e o principal objetivo é analisar a aprendizagem
dos alunos e ndo o foco em notas. Durac¢do: 10 min.
A avaliacdo “Atividade Avaliativa” é de carater somativo, para qual
Avaliacéo sera atribuindo um valor (a ser determinado pelo professor). As

guestdes propostas que estiverem corretas serdo atribuidas notas
integrais; ja as notas das questbes parcialmente corretas
corresponderdo a essa parcialidade. As questdes incorretas nao
serd atribuida nota. Duracao: 40 min.

Fonte: Os Autores (2017)
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REFLETINDO A RESPEITO DOS ENCONTROS

Encontro: Tema da Aula:

Nome:

1. Vocé sabia que existem outras geometrias diferentes da plana? Justifique.

2. As atividades propostas nas aulas favoreceram sua aprendizagem? Comente.

3. As informacdes e os contetdos presentes nas atividades foram claras e de facil

compreensao? Comente.

4. Vocé ainda ficou com duvida a respeito de alguns assuntos das aulas? Quais?

5. O que vocé achou das aulas? Foram interessantes? Despertou sua curiosidade?

Comente.
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Atividade Avaliativa

Nome: Data:

1. Os Elementos foi uma obra que predominou por mais de dois mil anos no

ensino da Geometria Plana. Qual era o nome do autor desta obra?

2. A soma dos angulos internos de qualquer triangulo no plano é igual

graus.

3.  Por que o quinto postulado de Euclides de Alexandria (~325 e 260 a.C.) causou

tanta polémica entre a comunidade cientifica?

4. Qual era o nome do matematico desenvolveu a Geometria Esférica?

5. Se um tridngulo esta inscrito em uma superficie esférica, a soma dos angulos

internos deste triangulo pode assumir valores entre e

6. Dé, com suas palavras, a definicdo e cite um exemplo de curvatura:

Nula:

Positiva:




119

Negativa:

7. E possivel tragar retas paralelas na esfera? Explique.

8. Determine o raio e o volume de uma esfera que possui area igual a 1808,64 u”.

9. Uma fabrica de chocolates, visando aumentar suas vendas para o dia dos
namorados, deseja fabricar bombons no formato de uma esfera. Para saber o custo
dessa producdo, precisa calcular a quantidade necessaria de chocolate para o
recheio. Sabendo que cada bombom tem 1,7cm de raio e sera inteiro recheado de
chocolate, calcule a capacidade desses bombons esféricos, considerando que a

espessura da casca crocante € de 0,2cm.
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6 ANALISE DOS DADOS

6.1 ABORDAGEM METODOLOGICA DE ANALISE TEXTUAL DISCURSIVA

A Andlise Textual Discursiva vem sendo cada vez mais utilizada na
compreensao dos fatos que uma pesquisa investiga mediante textos, elaborando o
objeto de analise por meio de entrevistas, observacfes ou até mesmo Sequéncias
Didaticas, foco desta pesquisa (MORAES; GALIAZZI, 2014).

Para realizar a Andlise Textual Discursiva, € necessario considerar
quatro etapas, a saber: I) Desmontagem dos textos; Il) Estabelecimento de
Relacdes; Ill) Captacdo do novo emergente; e, IV) Processo de auto-organizacao.

A desmontagem do “corpus”®, também conhecida como
unitarizacdo, refere-se ao estudo minucioso dos dados da pesquisa e, desta forma, é
necessario realizar a desmontagem do material a ser analisado e evidenciar os
elementos nele presentes, construindo assim, as Unidades de Analise.

Apoés identificar as Unidades de Andlise, faz-se necessario
estabelecer relacbes entre elas, agrupando-as de acordo com elementos
semelhantes. Esses agrupamentos formam as Categorias (por vezes
Subcategorias), que devem apresentar validade estando adequadas aos objetivos
da pesquisa.

Ao analisar o “corpus” passando pelas duas etapas ja citadas, torna-
se necessario desenvolver um texto que contenha uma interpretacdo geral dos
dados, denominado como metatexto que, de acordo com Moraes e Galiazzi, “é um
movimento sempre inacabado de procura de mais sentidos, a fim de
aprofundamento gradativo da compreensdo dos fenébmenos” (p. 37, 2014). Esta
etapa foi denominada de Captando o novo emergente, cujo objetivo é o de externar
as compreensoes atingidas pelo pesquisador por meio da analise dos dados.

Segundo Moraes e Galiazzi (2014, p. 12), “o ciclo de analise, ainda
gue composto de elementos racionalizados e em certa medida planejados, em seu
todo deve ser compreendido como um processo auto organizado do qual emergem

novas compreensdes”. Assim, além de proporcionar novas compreensfes do

20 “A analise textual concretiza-se a partir de um conjunto de documentos denominado “corpus”. Este
representa as informacgdes da pesquisa e para a obtencdo de resultados validos e confiaveis, requer
uma selegéo e delimitagéo rigorosa” (MORAES; GALIAZZI, p. 16, 2014).
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material analisado, possibilita a reconstrucdo de ideias ja existentes em relacdo ao
conteudo investigado.

Nesta pesquisa utilizamos a Analise Textual Discursiva para analisar
a producédo dos alunos que compuseram a amostra cuja coleta foi realizada por meio

de uma Sequéncia Didatica.

6.2 ANALISE DOS DADOS

Neste tdpico serdo analisadas, a luz da Andlise Textual Discursiva,
as atividades realizadas pelos alunos no decorrer da aplicagdo da Sequéncia
Didatica, além das fichas avaliativas respondidas ao final de cada encontro e das
duas avalia¢des finais, uma referente aos encontros e outra referente ao conteudo
abordado.

Ao examinarmos o “corpus”’, organizamos e codificamos as
informacdes presentes no material de andlise. A codificagdo dos elementos
presentes nesta analise ocorreu da seguinte forma:

e Al A2, ..., A22 —refere-se aos alunos que participaram da SD;

e EI1, E2, E3, E4 - refere-se aos encontros em que foram

realizadas as atividades;
e Q1,Q2,Q3, ... —refere-se as questdes de cada encontro;
e Qla, Qlb, Qlc, ... —refere-se ao item da questdo analisada;
e AVRI1, AVR2, AVR3 e AVR4 — refere-se as avaliagbes de rotina
preenchidas ao término de cada encontro sob o titulo de
“Refletindo um pouco”;

e AVF1 e AVF2 - refere-se as avaliacdes finais aplicadas apés a
aplicagcédo da Sequéncia Didatica, sob os titulos de “Refletindo a
Respeito dos Encontros” e “‘Atividade  Avaliativa”,

respectivamente.

Importante salientar que foram apresentados somente dois excertos
em cada Unidade, embora algumas unidades contenham somente um excerto
apresentado pelos alunos. Isso se fez necessario por conta do grande espago que

ocuparia a apresentacao de todos os excertos em cada Unidade.
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Ao analisar os dados oriundos da aplicagdo da SD, trés categorias

foram previamente delineadas, conforme Figura 19.

Figura 19 — Categorias selecionadas para analise
4 ™

Conhecimento

Especifico
L J/
4 ™

Abordagem

Sequéncia Didatica Metodologica de
Ensino

L J/
4 ™

Caracteristicas da
Sequéncia Didatica

Fonte: Os Autores (2017)

CATEGORIA I: CONHECIMENTO ESPECIFICO

A primeira Categoria refere-se aos contetdos abordados na
SD, a saber. Geometria Plana e Geometria ndo Euclidiana. Essa Categoria
compreende duas Subcategorias |, cinco Subcategorias I, sete Subcategorias Ill,
conforme demonstrado na Figura 20. As Unidades serdo apresentadas
posteriormente quando do detalhamento de cada Subcategoria.



Figura 20 — Categoria prévia de Conhecimentos especificos

Sub. | Sub. I Sub. Il
Angulos de
triangulos
Geometria ( )
Plana Paralelismo
Axioma,
Postulado e
Teorema
Conhecimento ( Curvatura ) ( )
Especifico Negativa Conceito
Conceito
Geometria
nao _
Euclidiana Paralelismo
Elementos
da Esfera
Curvatura §
Positiva R (Angulos de )
um tridngulo
esférico
( Areada )
superficie
esférica
Volumeda
Esfera

Fonte: Os Autores (2017)

I) Subcategoria l: Geometria Plana
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A Subcategoria | “Geometria Plana” tem por objetivo evidenciar as

bY

atividades desenvolvidas pelos alunos referentes a medida e soma dos angulos

internos de um tridngulo plano; retas paralelas; e, diferenciacdo entre postulados de

teoremas, conforme Figura 21.
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Figura 21 — Subcategoria | “Geometria Plana”, Subcategorias Il e Unidades prévias

Atividade
Adequada

Atividade
Parcialmente
| Adequada

Angulos de
tridngulos

Atividade
Inadequada

Atividade
Adequada

Geometria ( Atividade
Paralelismo Parcialmente

Plana | Adequada

Atividade
Inadequada

Atividade
Adequada

Axioma, [ Atividade
Postulado e Parcialmente
Teorema | Adequada

Atividade
Inadequada

Fonte: Os Autores (2017)

Subcategoria Il: Angulos de Triangulos

Essa Subcategoria compreende os excertos dos alunos referentes
as medidas dos angulos internos de um tridngulo; soma dos angulos internos de um
triangulo; e, construcdo de um tridngulo equilatero. Todas as Unidades “Atividade
Adequada”, “Atividade Parcialmente Adequada” e “Atividade Inadequada” foram

efetivadas, como é possivel observar no Quadro 20.
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Quadro 20 — Subcategoria Il: Angulos de triangulos

“Seria impossivel, pois os lados ndo se encontrariam e nunca
formaria um triangulo” (A12, E1, Q1d).
Atividade
Adequada
A (Al, E1, Q1)
‘A soma da aproximadamente igual, porém os angulos sao
diferentes” (A10, E1, Q1c).
b) Dados os tridngulos abaixo. determine a soma de seus angulos internos . ) ’
: 0X "
15,0 @0 z[8 "
Atividade -
Parcialmente
Adequada
1 2
Fonte: http://www.estudarmatematica.pt/201 45‘()3;’11'ianguIo-squiIatero.isoscsles»e.h;\n\l
(A18, E1, Qlb)
-z "\\
/ \\
Atividade , "
Inadequada ' A /\ \)
- . S SIS EIEES
\ A mﬁ
(A16, E1, Q1)

Fonte: Os Autores (2017)

Nesta Subcategoria a ideia era identificar se os alunos tinham uma
compreensao adequada de como medir angulos internos de um triangulo no plano e
se reconheciam que a soma dos angulos deveria resultar em 180°.

A partir dos excertos, foi possivel notar que o aluno A12 respondeu
de maneira adequada quando indagado se seria possivel construir um triangulo cuja
soma de seus angulos internos fosse maior que 180°. O aluno Al construiu
corretamente, seguindo o roteiro apresentado na atividade, o triangulo equilatero
com 4 cm de lado e angulos internos igual a 60°.

O aluno A10 respondeu de maneira parcialmente adequada quando
indagado se os angulos internos de um triangulo sempre somam 180°, pois para ele
as somas podem apenas se aproximar desse valor. O aluno Al8 nao aferiu

corretamente os angulos internos do tridangulo escaleno, nem realizou o calculo da
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soma de maneira assertiva, afinal, expds que 75°+90°+60°= 180°, quando o correto
seria 225°. Porém, realizou adequadamente as medi¢cdes e a soma dos angulos
internos do triangulo isGsceles proposto ainda na atividade 1b, o que garante a
realizacdo parcial da mesma.

O aluno A16 ndo construiu o tridngulo equilatero da maneira como
foi solicitado, pois os lados de sua figura ndo possuem os 4 cm exigidos, nem seus
angulos internos possuem o0s 60° necessarios para satisfazer a existéncia de um
triangulo equilatero.

O Quadro 21 mostra, de maneira geral, as atividades relacionadas
nesta Subcategoria e a quantidade de alunos que realizaram as atividades de

maneira adequada, parcialmente adequada ou inadequada.

Quadro 21 -Subcategoria Il “Angulos de triangulos” — Andlise

Quantitativa

Atividade/ | Resposta Resposta Resposta
Encontro | Adequada | Parcialmente | Inadequada

Adequada

Q1/E1l 19 02 01
Qla/El 19 03 00
Q1b/E1l 14 08 00
Qlc/El 19 03 00
Q1d/E1 19 03 00
Q2/AVF2 22 00 00
Total 112 19 01

Fonte: Os Autores (2017)

Como percebemos, a questdo Qlb foi a que mais apresentou
respostas parcialmente adequadas, o que evidencia a dificuldade que os alunos
enfrentam ao manipular o transferidor. Porém, de modo geral, foi possivel notar que
os estudantes possuem nogdes suficientes a respeito da soma dos angulos internos
de um triangulo tragcado no plano para aprofundar seus conhecimetos e conhecer
novas Geometrias.

O Caderno de Expectativas e Aprendizagem do Estado do Parana
expde que o aluno deve terminar o 8° ano do Ensino Fundamental sabendo aplicar a
“propriedade da soma dos angulos internos de um triangulo na superficie plana”
(PARANA, 2012, p. 91). Assim, as atividades aqui propostas ja deveriam fazer parte

do conhecimento geométrico dos alunos a que se destina essa pesquisa; tais
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questbes sdo propostas para rememorar essas propriedades essenciais para

compreender novos contetdos que serdo apresentados mais adiante.

Subcategoria Il: Paralelismo

Nessa Subcategoria, o objetivo € fazer com que o aluno recorde o
conceito de retas paralelas existentes no plano. Das Unidades previamente
delineadas, somente a “Atividade Adequada” e “Atividade Inadequada” se
efetivaram, contudo, a Unidade “Atividade ndo Resolvida” emergiu dos dados, como

€ possivel observar no Quadro 22.

Quadro 22 — Subcategoria Il: Paralelismo

“Retas que ndo se cruzam” (A6, E1, Q7c).
Atividade
Adequada
(A13, E1, Q7b).
Atividade . .
Inadequada Para demonstrar diregbées” (A22, E1, Q7c).
Atividade néao

Fonte: Os Autores (2017)

A partir dos excertos, nota-se que o aluno A6 compreendeu o que
sao retas paralelas ao responder que sao aquelas que ndo se cruzam e o aluno A13
esbocou corretamente o substituto do quinto Postulado de Euclides, proposto por
John Playfar. Ja o aluno A22, ndo entendeu o conceito de retas paralelas, tendo em
vista que em sua compreensdo as retas indicam direcbes. Somente um aluno
apresentou resolucdo inadequada das atividades propostas. Do total de alunos, trés
deixaram de responder a questao Q7c.

O Quadro 23, exibe a quantidade de respostas adequadas,
inadequadas e nao respondidas relacionadas as atividades envolvendo conceitos de

paralelismo.



Quadro 23 — Subcategoria Il: “Paralelismo” — Analise Quantitava

Atividade/ | Resposta | Resposta Nao

Encontro | Adequada | Inadequada | Respondeu
Q7b/E1 22 00 00
Q7c/E1 18 01 03
Total 40 01 03

128

Fonte: Os Autores (2017)

Pode-se notar que a maioria dos pesquisados ja possuia o conceito
de retas paralelas, pois realizaram as atividades de maneira assertiva, embora trés
nao tenham respondido a Q7c, e um tenha apresentado resposta inadequada. A
serd desenvolvido

constatacdo mostra-se positiva para o trabalho que

posteriormente com os alunos.

Subcategoria ll: Axioma, Postulado e Teorema

Nesta Subcategoria as atividades apresentam o0s conceitos de
Axioma, Postulado e Teorema, bem como explorar o quinto Postulado enunciado por
Euclides. Todas as Unidades previstas se efetivaram. No Quadro 24, apresentamos

0S excertos separados para esta Subcategoria.

Quadro 24 — Subcategoria Il: Axioma, Postulado e Teorema

\\
e
N — R
- - /
e , 5. 1, Q6o
q “‘Néo, o V postulado na minha opinido necessita de uma
demostracédo, pois ndo é obvio” (A3, E1, Q5)
Atividade
Parcialmente (A13, E1, Q6a)
Adequada

“‘Axioma é uma coisa verdadeira, uma demonstracdo que
ndo da para demonstrar, verdades universalmente validas
e inquestionaveis” (A8, E1, Q3)
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Atividade
Inadequada

(A15, E1, Qsa) '

“Porque Euclides havia deixado de uma forma dificil de
compreensdo e para se tornar postulado, John Playfar
refez o postulado” (A7, E1, Q7a).

Fonte: Os Autores (2017)

Na andlise dos dados do aluno A5 nota-se a representacao
adequada do quinto postulado de maneira independente, sem auxilio do professor.
Ja o aluno A3 expressou suas impressodes a respeito dos Postulados de Euclides de
maneira semelhante ao que pensavam diversos mateméaticos do passado, ou seja, a
seu ver o Quinto Postulado ndo € Obvio e necessita uma demonstracdo, o que o
tornaria um Teorema.

O aluno Al13 chegou perto de demonstrar o Quinto Postulado
adequadamente, contudo na reta tragcada na parte superior marcou o0 angulo
externo, quando o Postulado refere-se aos angulos internos menores que dois retos.
J4 o aluno A8 compreendeu o significado de Axioma, porém confundiu-se no
momento de formular sua resposta ao dizer que Axioma é uma demonstracdo néo
demonstravel, o que nao faz sentido.

O aluno A15 nao representou adequadamente o Quinto Postulado.
Em sua interpretacdo, retratou angulos alternos internos e retas paralelas quando
Euclides sequer menciona sobre elas. O aluno A7 entendeu que o quinto Postulado
era um Teorema e que para ser classificado como Postulado deveria deixar seu
texto menos complexo, como fez John Playfar.

O Quadro 25 apresenta as quantidades de respostas dadas

referentes as atividades envolvendo Axiomas, Postulados e Teoremas.

Quadro 25 -Subcategoria II: “Axioma, Postulado e Teorema” —
Andlise Quantitativa

Atividade/ | Resposta Resposta Resposta

Encontro | Adequada | Parcialmente | Inadequada

Adequada

Q3/E1l 19 03 00

Q4a/El 22 00 00

Q4b/E1 22 00 00

Q4c/E1 22 00 00

Q4d/E1 22 00 00
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Q4e/E1L 21 00 01
Q4f/E1 00 00 21
Q5/E1 21 00 01
Q6a/E1 06 03 13
Q6b/E1 - - -
Q6C/EL 22 00 00
Q7a/El 18 02 02
Q3/AVF2 19 03 00
Total 214 11 38

Fonte: Os Autores (2017)

Os resultados mostram que grande parte dos alunos compreendeu o
conceito de Axioma, Postulado e Teorema e demonstrou tal apendizado quando
100% dos pesquisados acertaram as questbes 4a, 4b, 4c e 4d, cujo objetivo era
classificar cada afirmacédo apresentada em Axioma, Postulado ou Teorema. A
grande dificuldade ficou evidente na classificacdo do Quinto Postulado, quando
nenhum dos pesquisados o classificou de maneira correta, porém essa situacao ja
era prevista.

De maneira semelhante, a questdo Q6a apresentou muitas
respostas inadequadas, o que também ja era esperado, visto que solicitava a
demonstracao do quinto Postulado de acordo com a interpretacdo pessoal do aluno,
sem que esse assunto tenha sido trabalhado anteriormente e sem o auxilio do
professor.

A Q6b foi realizada no quadro de giz, por quatro alunos, um de cada
fila, escolhidos pelos proprios envolvidos para esbocar sua demonstracao do Quinto
Postulado e assim subsidiar uma discussdo sobre qual delas mais se aproximava do

texto. A Figura 22 expde os esbocos feitos no quadro de giz.

Figura 22 — Representacdo do 5° Postulado segundo a interpretacdo do

aluno

Fonte: Os Autores (2017)
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A partir do exposto no quadro de giz, ap6s uma nova leitura do texto
do Quinto Postulado, os alunos chegaram a conclusdo de que a segunda
demonstracao estava correta.

Mediante as descricdes apresentadas € possivel sopesar que
conhecer elementos da Geometria Plana é de fundamental importancia para
compreender 0os conceitos de novas Geometrias e outras Ciéncias, como salientam

as DCE’s a respeito dos registros de Euclides (325 ~ 260 a.C.), os quais

[...] formalizaram o conhecimento geométrico da época e deram
cientificidade a Matematica. [...] Pela maneira como sdo postas suas
bases e pelo rigor das demonstragfes, a geometria euclidiana se
caracteriza como modelo I6gico para as outras ciéncias fisicas. A
obra de Euclides tem uma importancia excepcional na histéria da
Matematica e exerce influéncia até os dias atuais, inclusive no ambito
escolar (PARANA, 2008, p. 55).

Assim, faz sentido iniciar os estudos pela Geometria Plana e
compreender alguns conceitos, tais como soma dos angulos internos de um
triangulo plano; Axioma, Postulados e Teoremas, visto que historicamente os
estudos do Quinto Postulado culminaram na criacdo das Geometrias nao
Euclidianas.

De modo geral, foi possivel notar que os alunos, em sua maioria,
apresentaram nocfes elementares de Geometria Plana cujos conceitos séo

fundamentais para compreender as bases das Geometrias ndo Euclidianas.
II) Subcategoria I: Geometria ndo Euclidiana
A Subcategoria | Geometria ndo Euclidiana tem por objetivo explorar

0 conceito de curvaturas, angulos de um triangulo esférico, elementos da esfera,

area da superficie esférica e volume da esfera, conforme Figura 23.



Figura 23 — Subcategoria | prévia: Geometria ndo Euclidiana.
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Fonte: Os Autores (2017)

Subcategoria Il: Curvatura Negativa - Conceito
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esférica

Atividade Parcialmente Adequada

1T 1

Atvidade Inadequada
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Nesta Subcategoria estdo presentes excertos dos pesquisados

referentes ao conceito de curvatura negativa, cuja nocdo € crucial para a
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compreensao da Geometria Esférica abordada nesta pesquisa. Todas as Unidades
previstas se efetivaram, como mostra o Quadro 26.

Quadro 26 — Subcategoria Il: Curvatura Negativa — Conceito

“E uma curva ‘para dentro’, como a cintura de uma mulher” (A1,
Atividade E3. Qlc). .
Adequada E algo que tem um afundamento, como a cela de um cavalo
(A10, E3, Qlc)
“‘Uma curvatura voltada para fora. Exemplo: a nuca de uma
Atividade pessoa” (A6, AVF2, Q6c).
Parcialmente “Curvatura negativa € uma curva que se sobressai para fora, por
Adequada exemplo uma cintura de uma mulher” (A17, E3, Q1c).
“E algo que tenha pouca reta e possua um pouco de curvatura, ou
seja, uma curvatura semi perfeita.” (A14, E3, Q1c).
Atividade
Inadequada
Co
\WN DA (RN
(A21, E3, Q2a)

Fonte: Os Autores (2017)

Na andlise dos dados, percebemos que os alunos Al e A10
definiram Curvatura Negativa de maneira adequada e citaram exemplos,
evidenciando a compreensao.

Os alunos A6 e Al7, ao explicarem que Curvatura Negativa é uma
curva que sobressai ‘para fora’ da a entender que estao se referindo a superficie de
Curvatura Positiva, porém contradizem essa informacéo quando citam o exemplo da
nuca de uma pessoa e da cintura da mulher.

O aluno Al4 definiu Curvatura Negativa de maneira confusa e
errbnea, explicando que neste ha um pouco de reta e um pouco de curvatura, nao
apresentando uma definicdo adequada. De maneira anéloga, o aluno A21 classificou
o lado interno da colher como tendo Curvatura Nula, quando a resposta correta seria
Curvatura Negativa. No Quadro 27 exibimos a quantidade de respostas dadas nessa
Unidade.
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Quadro 27 — Subcategoria II: Curvatura Negativa: Conceito — Analise

Quantitativa
Atividade/ | Resposta Resposta Resposta
Encontro | Adequada | Parcialmente | Inadequada
Adequada
Q1c/E3 18 01 03
Q2a/E3 21 00 01
Q6a/AVF2 15 06 01
Total 54 07 05

Fonte: Os Autores (2017)

Fica evidente que o conceito de Curvatura Negativa foi
compreendido, quando 18 dos 22 pesquisados responderam adequadamente a Q1c
gue perguntava justamente a respeito de definicdo desta Curvatura. Na Q2a, apenas
um aluno classificou inadequadamente um objeto como tendo Curvatura Nula,
quando este apresentava Curvatura Negativa. O estudo das curvaturas € essencial
para compreender os diferentes conceitos existentes entre a Geometria Euclidiana e

as nao Euclidianas.

Subcategoria Il: Curvatura Positiva - Conceito

Nesta Subcategoria, 0 objetivo é apresentar o conceito da curvatura em
que a Geometria Esférica é aplicada. O estudo é essencial para compreender alguns
conceitos aplicados na Geometria de Curvatura Positiva. Todas as Unidades

previstas se efetivaram, como mostra o Quadro 28.

Quadro 28 — Subcategoria Il: Curvatura Positiva - Conceito

“Algo como uma espécie de montanha, com uma ondulagao para
Atividade cima” (A3, E3, Q1b).
Adequada “Algo redondo, que tem curvas elevadas. Ex: uma bola” (A11, E3,
Q1b).
Atividade “Curvatura positiva_ é uma supgrfl’cie e_sférica, circular, por
Parcialmente gxemplo uma laranja, pois ela ndo tem linhas para fora, séo
P interiores” (A17, E3, Q1b).
“Curvatura para fora, parte de fora de um pote” (A22, AVF2, Q6b).
Atividade ‘Que aumenta” (A8, E3, Q1b).
Inadequada ‘Uma parabola” (A9, E3, Q1b)

Fonte: Os Autores (2017)

A partir dos excertos, nota-se que os alunos A3 e A1l apresentaram

adequadamente o conceito de Curvatura Positiva. JA os alunos Al7 e A22,
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apresentaram uma resolucdo parcialmente adequada, pois o primeiro explicou que
tal curvatura esta presente em uma superficie esférica, porém sua resposta ficou
confusa e sem sentido, quando manifestou que uma laranja tinha linhas interiores. O
A22 citou a parte de fora de um pote como exemplo de superficie que possua
Curvatura Positiva, porém o exemplo dado é totalmente vago, tendo em vista que
um pote pode assumir diversos formatos (cilindrico, cbnico).

As respostas dos alunos A8 e A9 foram consideradas inadequadas,
pois o primeiro respondeu que Curvatura Positiva € uma curva que aumenta e o
segundo nao conceituou, apenas deu um exemplo que n&o condiz com a Curvatura
Positiva.

No Quadro 29 exibimos a quantidade de alunos que responderam as

guestdes referentes a Curvatura Positiva:

Quadro 29 — Subcategoria II: Curvatura Positiva — Conceito: Analise

Quantitava
Atividade/ | Resposta Resposta Resposta
Encontro | Adequada | Parcialmente | Inadequada
Adequada
Q1b/E3 19 01 02
Q2b/E3 20 00 02
Q2c/E3 22 00 00
Q6b/AVF2 18 04 00
Total 79 05 04

Fonte: Os Autores (2017)

Pode-se notar que a maioria dos pesquisados respondeu
adequadamente as questdes referentes a essa Subcategoria, 0 que evidencia a
aprendizagem satisfatéria da turma.

As DCE’s orientam que é importante apresentar os conceitos de
curvaturas a fim de que os estudantes do Ensino Médio percebam a “necessidade
das geometrias néo euclidianas para a compreensdo de conceitos geomeétricos,
guando analisados em planos diferentes do plano de Euclides; articule ideias
geométricas em planos de curvatura nula, positiva e negativa” (PARANA, 2008, p.
81).

Em consonancia com as Diretrizes, o Caderno de Expectativas de

Aprendizagem frisa que o ensino visa que o discente “identifique a curvatura nula,
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positiva e negativa, como sendo da plana, esférica e hiperbdlica, respectivamente”
(PARANA, 2012, p. 94).
Desta forma, para introduzir o estudo de novas Geometrias, €

necessario trabalhar conceitos e caracteristicas das diferentes curvaturas.

Subcategoria ll: Curvatura Positiva — Paralelismo na Esfera

Esta Subcategoria é essencial no estudo da Geometria Esférica,
tendo em vista que nesta superficie ndo existem retas paralelas. Todas as Unidades

previstas se efetivaram.

Quadro 30 — Paralelismo na Esfera

“Concordo, pois se a reta nao sofrer alteracédo ela ‘trombara’ em
outra (desde que elas sejam do mesmo tamanho, que seria uma
volta completa), se forem diferenciadas podem nao se encontrar”
Atividade (A4, E3, Q6).

Adequada “Concordo, pelo fato de a superficie esférica nao ser plana e sim
redonda, ou melhor dizendo, uma curvatura positiva, entdo nao
existem retas paralelas na esfera” (A14, E3, Q6).

“Sim, pois se vocé tentar tragar retas em uma superficie esférica,

Atividade vera que nunca irdo se encontrar se prolongadas” (A3, E3, Q6).
Parcialmente “Sim, porque elas vao sempre percorrer 0 mesmo caminho ou
Adequada direcdo, infinitamente passando sempre por cima dela mesma’
(A7, E3, Q6a).

“Nao concordo, pois independente de estar desenhada na esfera,
elas ndo vao se encontrar de nenhuma maneira, mesmo elas nao
tendo a mesma medida” (A15, E3, Q6).

“‘Nao. Se a circunferéncia for maxima as retas sempre serao
paralelas” (A21, AVF2, Q7).

Fonte: Os Autores (2017)

Atividade
Inadequada

Pela andlise dos materiais, selecionamos como adequados o0s
excertos dos alunos A4 e Al14 ao serem indagados se, em suas opinides, realmente
nao existiam retas paralelas em uma superficie esférica, respondendo que nao seria
possivel tracar tais retas paralelas.

As respostas dos alunos A3 e A7 foram consideradas parcialmente
adequadas; o primeiro respondeu que concordava que nao existem retas paralelas
na superficie em estudo, porém foi divergente em sua justificativa, cujo texto apoiava
a ideia de que existiam sim retas paralelas. Ja o A7, respondeu que se nao

considerarmos circulos maximos, existem retas paralelas na superficie, entretanto,
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sua justificativa ficou confusa, ndo sendo possivel compreender integralmente seu
raciocinio.

As respostas consideradas inadequadas sdo dos Al5 e A21. O
primeiro argumentou que as retas tracadas na esfera ndo se encontram de maneira
nenhuma. O A21 respondeu que se considerarmos circulos maximos, as retas
sempre serdo paralelas, quando o correto seria que, se ha circunferéncias maximas,
ha encontro em dois pontos distintos.

Entre as Q6 e Q6a, uma atividade propunha a reflexdo de como
tracar circulos méximos na superficie Esférica utilizando dois elasticos, como mostra

a Figura 24.

Figura 24 — Aluno mostrando circulos maximos na Esfera

oo

> ~ » 05
~ el“'oe 5‘2ncu\ © %

7
) ¢
7 090 16 pglo = o o
P% e’ end® 4ol o

o® lN‘e o™ gav® 0

0
110 10 X s 0

0

A partir desta atividade, os alunos pesquisados passaram a ter
certeza de que realmente ndo existem retas paralelas na Esfera.

No Quadro 31 apresentamos quantitativamente as respostas das
atividades relacionadas ao assunto.



138

Quadro 31 — Subcategoria Ill: Paralelismo na Esfera — Analise
Quantitativa
Atividade/ | Resposta Resposta Resposta
Encontro | Adequada | Parcialmente | Inadequada
Adequada
Q6/E3 07 05 10
Q6a/E3 20 01 01
Q7/AVF2 18 03 01
Total 45 09 12

Fonte: Os Autores (2017)

A QG6/E3 solicitava que os alunos respondessem se é possivel tracar
retas paralelas na esfera, porém apresentou um numero reduzido de respostas
adequadas e isso se justifica porque o conceito de retas na esfera ainda ndo havia
sido abordado e cada aluno deveria interpretar a questdo a sua maneira.
Posteriormente, o conceito de retas (circulos maximos na esfera) foi apresentado e
mostrado na bola de isopor.

Assim, pelos resultados presentes na tabela, percebemos que a
maioria dos alunos compreendeu o assunto abordado, visto que aproximadamente
68% do total responderam as questdes de maneira assertiva.

O Caderno de Expectativas de Aprendizagem do Estado do Parana

(PARANA, 2012), julga essencial que no Ensino Médio, o estudante:

233. Reconheca a Geometria Hiperbdlica e a Eliptica como sistemas
geométricos no quais o postulado euclidiano das paralelas néo se
verifica;

234. Relacione a Geometria Hiperbdlica e Eliptica com a Geometria
Euclidiana, a partir da negacéo do postulado das paralelas;

235. Relacione a [...] Geometria Eliptica com a negacéo da existéncia
de retas paralelas (PARANA, 2012, p. 94).

O Paralelismo na Esfera € de suma importancia para compreender
as diferencas basicas entre a Geometria Plana e a Geometria Esférica, pois
contradiz o Quinto Postulado de Euclides quando anuncia que nao existem retas
paralelas na superficie de Curvatura Positiva. As retas nesta superficie sado as

geodeésicas (circulos maximos) contidos na Esfera.
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Subcategoria ll: Curvatura Positiva — Elementos da Esfera

Nesta Subcategoria estdo presentes o0s excertos dos alunos da
amostra em relacdo aos Elementos da Esfera, cujo objetivo era apresentar seus
Elementos Notaveis: eixo, polos, Equador, paralelo e meridiano. Somente as
Unidades “Atividade Adequada” e “Atividade Parcialmente Adequada” se efetivaram,

como mostra o Quadro 32.

Quadro 32 — Subcategoria Il: Curvatura Positiva — Elementos da Esfera

Atividade (A2, E3, Q7)

Adequada

(Al1, E3, Q7)
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Atividade
Parcialmente
Adequada

(A19, E3, Q7)

Fonte: Os Autores (2017)

A partir dos excertos, nota-se que o0s alunos A2 e All
representaram corretamente os elementos na Esfera. J& o aluno A19, Unico a
apresentar uma resposta parcialmente adequada, confundiu-se ao nhomear o Eixo e
o Polo Norte, chamando-os de Meridiano e Eixo, respectivamente. No Quadro 33

exibimos a quantidade de respostas dadas nesta Subcategoria.

Quadro 33 — Subcategoria Il: Curvatura Positiva: Elementos da Esfera
— Andlise Quantitativa

Atividade/ | Resposta Resposta
Encontro | Adequada | Parcialmente

Adequada
Q7/E3 21 01
Total 21 01

Fonte: Os Autores (2017)

Percebemos que a maioria dos alunos tinha conhecimento basico a
respeito do assunto e desta forma, ndo houve respostas consideradas inadequadas.

Por meio do estudo dos Elementos da Esfera os estudantes
compreenderam alguns pontos importantes como a linha do Equador representando
uma circunferéncia maxima; os Paralelos representando circunferéncias menores,
paralelas ao Equador; e, os Meridianos que representam as semicircunferéncias que
ligam os Polos. Tais elementos sao utilizados para a localizagdo de pontos no
Planeta Terra (HEIM, 2013).
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Subcategoria Il: Curvatura Positiva — Angulos de um triangulo esférico

O proposito desta Subcategoria é instigar os alunos a realizar
medi¢cdes dos angulos internos de um triangulo tracado na superficie esférica
utilizando um transferidor maleavel e fazer com que compreendam que a soma dos
mesmos resulta em angulo maior que 180°, porém menor que 540°. Todas as

Unidades previstas foram efetivadas, como mostra o Quadro 34.

Quadro 34 — Subcategoria l: Curvatura Positiva — Angulos de um tridngulo esférico

“Sim, os trés lados sao iguais porque os angulos tem exatamente
L 90°, ou seja, sdo congruentes” (A7, E4, Q3c).
Atividade — - ~— ~ -
Adequada Nao, pois a sc_>ma_de cada tridangulo d4 um resultado diferente,
nem todos sdo iguais” (A11, E1, Q2c).
“‘Nao, pois dependendo da superficie ele pode ter angulos
Atividade menores ou maiores” (A17, E1, Q2c).
Parcialmente “Nao, pelo fato de dependendo do local que vocé desenhar os
Adequada triangulos, podera deformé-los. Os locais mais apropriados sdo 0s
de superficie plana” (A14, E1, Q2c).
Atividade “‘Nao, os que foram feitos a méo (que ficaram tortos) deram mais
Inadequada que 180°. Os retos deram certo” (A22, E1, Q2c).
“50°, 60°, 65°” (A17, E3, Q1b).

Fonte: Os Autores (2017)

A partir dos excertos, foi possivel notar que os alunos A7 e All
tiveram suas respostas consideradas como adequadas. O primeiro respondeu que 0
tridngulo que ele construiu com a bola de isopor, elasticos e alfinetes cujos angulos
internos mediam 90°, também detém trés lados congruentes. O segundo, ao ser
indagado se era possivel afirmar que a soma dos angulos de todo triangulo é igual a
180°, respondeu que ndo, pois a soma de cada triangulo dava um resultado
diferente.

O Al7 respondeu de maneira parcialmente adequada quando
indagado se a soma dos angulos internos de um triangulo resulta sempre em 180°,
pois argumentou que pode resultar em um valor menor ou maior que 180°. O aluno
Al4 respondeu também de maneira parcialmente adequada quando negou que a
soma dos angulos de um triangulo sempre resulta em 180°, contudo o complemento
da resposta ndo esta adequado.

O A22 teve sua resposta considerada inadequada porque relacionou
0 uso da régua com a soma dos angulos internos de um triangulo. Para ele, quando

se utiliza deste material, a soma € igual a 180°, porém ao tragcarmos um triangulo a
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mao livre, essa soma ultrapassa os 180°. O aluno nao relacionou essa situagédo com
a superficie onde a figura foi desenhada.

O Al17, ao medir com o transferidor flexivel a soma dos angulos
internos do triangulo que o proprio desenhou na bexiga, o fez de maneira errbnea,
pois nao realizou as medi¢des corretamente e percebemos esse fato quando a soma
dos angulos resulta em 175°, o que nao se aplica em um triangulo tragado na
superficie esférica.

O Quadro 35 apresenta a quantidade de respostas obtidas

relacionadas a soma dos angulos de triangulos tracados na superficie esférica.

Quadro 35 — Subcategoria Il: Curvatura Positiva: Angulos de um
triangulo esférico — Analise Quantitativa

Atividade/ | Resposta Resposta Resposta
Encontro | Adequada | Parcialmente | Inadequada
Adequada

Q2a/El 22 00 00
Q2c/E1 18 02 02
Qla/E3 22 00 00
Q1b/E3 20 00 02
Q1c/E3 20 00 02
Q3a/E3 21 00 01
Q3b/E3 20 00 02
Q3c/E3 21 00 01
Q3d/E3 22 00 00
Q5/AVF2 21 00 01
Total 207 02 11

Fonte: Os Autores (2017)

Pode-se notar que a maioria dos pesquisados compreendeu que a
soma dos angulos internos de um triangulo resulta em um valor compreendido entre
180° e 540°, propriedade importante no estudo da Geometria ndo Euclidiana de
Curvatura Positiva.

O Caderno de Expectativas de Aprendizagem espera que O
estudante, no Ensino Médio “reconheca triangulos esféricos [...] e a propriedade da
soma de seus angulos internos” (PARANA, 2012, p. 94).

Acreditamos que, com as atividades propostas por nossa SD, os

estudantes tenham atingido o objetivo previsto pelo Caderno.



Subcategoria Il: Curvatura Positiva — Area da superficie esférica

143

Nesta Subcategoria o objetivo é explorar o conceito e o calculo da

area da superficie esférica. O Quadro 36 mostra a resolucdo de questdes acerca do

assunto. Podemos perceber que as Unidades previstas foram efetivadas.

Quadro 36 — Subcategoria Il: Curvatura Positiva — Area da superficie esférica
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Fonte: Os Autores (2017)

Aluno Al realizou de maneira adequada o problema em que deveria
encontrar o custo que um artista plastico deveria arcar para pintar sua obra de arte
cuja forma era esférica. Para tanto, encontrou a area da superficie da obra e
multiplicou pelo custo da tinta por metro quadrado. O Aluno A12 encontrou a area da
superficie terrestre coberta por &gua, assim descobriu a area total da superficie do
Planeta Terra e calculou 3/4 desse total, chegando ao resultado correto da questéo.

O Aluno A9, ao calcular a area do Planeta Terra coberto por agua,
encontrou a area total da superficie terrestre corretamente, porém nao realizou o
comando solicitado no problema ao indicar a multiplicacdo desse valor por 4/3,
quando deveria ter multiplicado por 3/4. Além disso, ndo colocou o resultado da
multiplicacéo, deixando a questédo incompleta. O Aluno A17 ao resolver o problema
em que deveria encontrar a area da superficie da bolinha de isopor menor oferecida
durante a aplicacdo da SD, realizou as substituicdes necessarias corretamente,
entretanto ao efetuar as multiplicagdes, néo apresentou o resultado adequado.

Os Alunos A6 e A13 nao resolveram adequadamente o problema em
que o valor da area da esfera era conhecido, porém o raio ndo. Os alunos
substituiram os valores corretamente na formula, porém o primeiro confundiu-se ao
utilizar o valor da area da superficie esférica proposto no problema, o que o fez
realizar as operacdes de maneira erronea e esqueceu-se de que, na formula, o raio
é elevado ao quadrado. J& o Aluno Al13 fez uma subtracdo onde deveria dividir o
valor da area da superficie da esfera por quatro e em seguida, 0 niumero quatro
apareceu novamente e o 3,14 foi eliminado sem realizar operagdes com ele.

O Quadro 37 exibe a quantidade de respostas dadas nessa
Unidade.
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Quadro 37 — Subcategoria II: Curvatura Positiva: Area da superficie
esférica — Andlise Quantitativa

Atividade/ | Resposta Resposta Resposta
Encontro | Adequada | Parcialmente | Inadequada
Adequada

Q6/E4 20 02 00
Q7/E4 22 00 00
Q8a/E4 20 02 00
Q9/AVE2 11 08 03
Total 73 12 03

Fonte: Os Autores (2017)

Percebemos que a maioria respondeu de maneira adequada as

questdes referentes a area de superficie esférica.

Subcategoria Il: Curvatura Positiva — Volume da Esférica

Esta Subcategoria objetiva compreender conceito e célculos
referentes ao volume de uma esfera. O Quadro 38 exibe excertos em relacdo ao

assunto. Todas as Unidades previstas foram efetivadas.

Quadro 38 — Subcategoria Il: Curvatura Positiva — Volume da Esfera
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A~ 5
V=AW »> V:\L)\\\%
g »
fq Gl PRoLES]
| E-
Atividade
Adequada
(A20, E4, Q8b)
Ve a1 a8 - 12
=g e V= 409219305) < 10
f=9 . 314, 633D
(A22, AVF2, Q9) . B
Atividade | V=M LA RN S
Parcialmente | ~ % 4.0 {  A0R,64 » Ui T ’/ o
Adequada 24 1A > [ 120264 - n* juy =
£ 22056 ] RN A2: A




146

(A18, E4, Q8b)

,i

) '7)
‘tﬂ'}‘\\"\l(ﬂ ‘(

\Jz\n% L St

(A7, AVF2, Q10)

Atividade <
Inadequada

P R ~ 3

\/:\ BN Bk 3 1)

AN 25X1,57 A | @

Fonte: Os Autores (2017)

Nas resolucdes dos alunos A4 e A20, percebemos a aplicacdo da
férmula corretamente, atingindo o objetivo proposto pelos problemas. O primeiro
encontrou a quantidade de recheio de chocolate que um bombom de 1,5 cm de raio
deveria conter e 0 segundo encontrou o volume aproximado do nosso Planeta Terra.

O A22 realizou os calculos corretamente, porém no resultado final
colocou a virgula no lugar errado, assim como o Al8 ao resolver o problema que
solicita o volume da Terra, também colocou a virgula no lugar errado, o que distorce
0 resultado. Desta forma, tais resolugbes foram consideradas parcialmente
adequadas.

Dentre aqueles que tiveram suas respostas consideradas como
inadequadas, selecionamos os excertos dos Alunos A7 e A18. O primeiro inseriu 0s

dados na férmula corretamente, porém confundiu o processo de multiplicacdo com a
divisao de fracdo, multiplicando o valor de 7 por 3 e dividindo o resultado por quatro
(quando deveria ser o contrario). O Aluno A18 também substituiu os valores
corretamente na férmula, porém para encontrar o volume, deve-se elevar o raio da
Esfera a trés e ndo a dois como fez o aluno; e, apés o equivoco, realizou uma

divisdo que néo deveria ser realizada.
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O Quadro 39 exibe a quantidade de respostas dadas a Unidade

Volume da Esfera:

Quadro 39 — Subcategoria II: Curvatura Positiva: Volume da Esfera —
Analise Quantitativa

Atividade/ | Resposta Resposta Resposta
Encontro | Adequada | Parcialmente | Inadequada
Adequada
Q8b/E4 15 07 00
Q9/AVF2 10 09 03
Q10/AVF2 19 00 03
Total 44 16 06

Fonte: Os Autores (2017)

Identificamos que a maioria dos alunos respondeu de maneira
adequada as questdes referentes ao assunto.

Mediante os dados descritos até o momento, percebemos que o
ensino das Geometrias ndo Euclidianas €, de fato, de fundamental importancia.

Entendendo a necessidade de abordar o tema em sala de aula,
desenvolvemos uma SD que contempla alguns dos conceitos propostos pelas DCE’s

(2008) para o Ensino Médio relativo a Geometria Esférica, a saber:

postulado de Riemann; curva na superficie esférica e discutir o
conceito de geodésica; circulos maximos e circulos menores;
distancia na superficie esférica; angulo esférico; triangulo esférico e a
soma das medidas de seus angulos internos; classificacdo dos
triangulos esféricos quanto a medida dos lados e dos angulos; os
conceitos referentes a superficie da Terra: polos, equador,
meridianos, paralelos e as dire¢cdes de movimento (PARANA, 2008,
p. 57).

Nesta SD, procuramos contemplar os conceitos citados acima,
tendo em vista a importancia da Geometria Esférica, pois a partir de seu estudo
novos conhecimentos foram desenvolvidos, por exemplo, o Sistema de
Posicionamento Global — GPS, que segundo Zanella (2011, p. 17) “é uma aplicagao
tecnolégica que envolve conceitos da Geometria Esférica [...], localiza um ponto
sobre ou fora da superficie terrestre”. A Teoria da Relatividade € um outro exemplo
em que conceitos das Geometrias ndo Euclidianas foram as bases para seu
desenvolvimento (PARANA, 2008).
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CATEGORIA 1I: Abordagem Metodologica de Ensino

A Segunda Categoria diz respeito a articulacdo entre a Abordagem
Historico-epistemoldgica desenvolvida durante toda a SD e o Jogo Matematico
aplicado. Esta Categoria compreende duas Subcategorias e seis Unidades,

conforme especificado na Figura 25.

Figura 25 — Categoria e Unidades prévias de Abordagem Metodoldgica de Ensino

Viabilizou a
aprendizagem
Desenvolvimento —
histérico implicito V'.a?'“zotu
na Sequéncia parciaimente a
Didatica | aprendizagem )
( Nao viabilizou |
a
pbordagem aprendizagem
Metodologica > )
de Ensino
Positiva
Articulac&o entre r N
estratégias de
ensino - Jogo e Neutra
Histéria L
Negativa

Fonte: Os Autores (2017)

Subcategoria: Desenvolvimento histérico implicito na Sequéncia Didatica

A Subcategoria visa verificar se a Abordagem Historico-
Epistemoldgica possibilita a aprendizagem efetiva dos pesquisados durante a
aplicagdo da SD. As Unidades previstas que se efetivaram foram “Viabilizou a
aprendizagem” e “Viabilizou parcialmente a aprendizagem”, como mostra o Quadro
40.
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Quadro 40 — Subcategoria: Desenvolvimento historico implicito na SD

“Aprendi sobre a histéria da Geometria ndo Euclidiana e todos os

matematicos que a estudaram” (A5, AVR2, Q1).

“E preciso ter atengdo na histéria para perceber que a matematica

também teve obstaculos na evolucdo” (A10, AVR2, Q3).

Viabilizou ‘Eram muitos matematicos e estudiosos e isso dificultou um
: pouco” (A5, AVR2, Q3).

parcialmente a = . .

aprendizagem A varledad_e de de_ltas eresentes na folha, se eu tivesse que

decorar, seria complicado” (A14, AVR2, Q3)
Fonte: Os Autores (2017)

Viabilizou a
aprendizagem

A partir dos excertos dos alunos A5 e Al10, constata-se que a
abordagem viabilizou a aprendizagem da Geometria ndo Euclidiana, pois o primeiro,
ao ser indagado a respeito do que ele havia aprendido na aula, respondeu que
aprendeu sobre a historia da Geometria ndo Euclidiana e sobre todos os
matematicos envolvidos no desenvolvimento desta. O A10 respondeu que é
necessario prestar atencdo na histéria para se dar conta de que a Matemética
também enfrentou dificuldades em seu desenvolvimento.

Citamos os excertos dos alunos A5 e Al4 para representar aqueles
em que a abordagem viabilizou parcialmente a aprendizagem, pois o primeiro expos
gue no desenvolvimento da Geometria ndo Euclidiana, estavam envolvidos muitos
estudiosos, ponto que dificultou a compreensdo. De maneira similar, o Al4
expressou dificuldade com as muitas datas apresentadas e ndo seria viavel se fosse
necessario decora-las.

Pela analise dos dados, a maioria dos alunos respondeu na Q3, que
as dificuldades apresentas referem-se as quantidades de datas e nomes dos
matematicos envolvidos no desenvolvimento das Geometrias ndo Euclidianas.
Salientamos que a abordagem metodoldgica de ensino utilizada durante a SD é
novidade para os alunos e julgamos natural que acorra certo estranhamento frente a
essas informac0des. Estar ciente de nomes e datas € importante ao estudar a historia
da matematica, porém a nosso objetivo é fazer com que os alunos compreendam
como se deu o desenvolvimento das novas Geometrias.

No Quadro 41 exibimos a quantidade de respostas dadas nessa
Unidade.
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Quadro 41 — Subcategoria: Desenvolvimento histérico implicito na
SD — Andlise Quantitativa

Atividade/ Viabilizou a Viabilizou

Encontro | aprendizagem | parcialmente
a

aprendizagem
Q1/AVR2 19 3
Q2/AVR2 18 4
Q3/AVR2 12 10
Total 49 17

Fonte: Os Autores (2017)

Pela analise dos dados evidencia-se que, a abordagem histérico-
epistemologica utilizada como metodologia de ensino para o desenvolvimento desta
pesquisa e também da SD, foi eficaz e atingiu seu objetivo como “elemento
orientador na elaboracdo de atividades, na criagcdo das situacBes-problema, na
busca de referéncias para compreender melhor os conceitos matematicos”
(PARANA, 2008, p. 66).

Subcategoria: Articulagcdo entre estratégias de ensino - Jogo e Historia

Esta Subcategoria, objetiva verificar se a utilizacdo do Jogo contribui
como uma estratégia de ensino. No Quadro 42 estdo presentes os excertos dos
alunos pesquisados em relacdo ao assunto. Apenas a Unidade “Positiva” efetivou-se
e por isso, optamos por apresentar quatro fragmentos para salientar o éxito em se

utilizar o jogo no ensino da historia da Geometria Esférica.

Quadro 42— Subcategoria: Articulagao entre estratégias de ensino - Jogo e Histéria
‘A aula foi divertida e um tanto quanto histérica, tivemos
atividades diferenciadas e absorvemos o conhecimento” (A4,
AVR2, Q4).

“Através da brincadeira consegui assimilar bastante coisas sobre
a Geometria n&o Euclidiana e sua historia” (A5, AVR2, Q4).
Positiva “Eu achei muito interessante a dindmica feita pela professora, pois
€ um jeito divertido de adquirirmos conhecimento.” (A12, AVR2,
Q4)

“Achei muito legal. O jogo é divertido, o que fez nos interessar
mais sobre o assunto dado no texto.” (A18, AVR2, Q4)

Fonte: Os Autores (2017)
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Todos os alunos analisados julgaram que a interacdo entre o jogo e
a histéria foi positiva. O A4 salientou que a aula foi divertida, com atividades
incomuns, propiciando a aquisicdo do conhecimento. O A5 concorda que foi por
meio da brincadeira (jogo) que entendeu a historia da Geometria ndo Euclidiana. Os
alunos A12 e A18 admitem que por meio do jogo € possivel adquirir o conhecimento
de maneira mais divertida e interessante.

Pela analise dos materiais, identificamos que os argumentos dos
alunos sédo semelhantes quando concordam que aprender a histéria da Matematica
por meio de um jogo, é cativante e capaz de fazer com que os alunos sintam-se
motivados a aprender.

O Quadro 43 exibe a quantidade de respostas dadas em relacdo a

essa Unidade.

Quadro 43 — Subcategoria: Articulacdo entre estratégias de
ensino: Jogo e Histdria — Andlise Quantitativa

Atividade/ Encontro Positiva
Q4/AVR2 22
Total 22

Fonte: Os Autores (2017)

Para a SD proposta nesta pesquisa, desenvolvemos 0 jogo para
amenizar os efeitos negativos que um texto historico ligeiramente extenso pudesse
proporcionar na disciplina de Matematica e propiciar um maior interesse dos alunos
em compreender a histéria da Matematica, pois ao longo de nossa pratica docente,
percebemos que os estudantes ndo veem com bons olhos textos longos nesta

disciplina.

CATEGORIA llI: Caracteristicas da Sequéncia Didética

A terceira Categoria refere-se as impressdes dos pesquisados em

relacdo aos conteudos abordados ao longo da SD, apontando suas Potencialidades

e Fragilidades, sendo estas as Unidades da Categoria.
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Figura 26 — Categoria e Unidades prévias de Caracteristicas da Sequéncia
Didatica

Potencialidades

Caracteristicas da
Sequéncia Didatica - ~

Fragilidades

Fonte: Os Autores (2017)

No Quadro 44 apresentamos 0s excertos que evidenciam as

potencialidades e fragilidades da SD.

Quadro 44 — Caracteristicas da Sequéncia Didatica
“Foram bem claras, porque aprendemos em etapas e sempre com
exercicios faceis de realizar e haviam textos explicando sobre
cada geometria” (A7, AVF1, Q3).
“Foram interessantes, dinamicas e criativas e esses fatores com
certeza me influenciaram a querer aprender mais” (A12, AVF1,

Potencialidades

Q5).
“Fiquei em duvida do porqué das formulas séo daquele jeito” (A8,
Eragilidad AVF1, Q4).
ragliidades “[...] s6 senti dificuldade nas contas da Geometria Esférica” (A16,
AVF1, Q4).

Fonte: Os Autores (2017)

Podemos perceber que o aluno A7 demonstrou que a SD foi
bastante proveitosa, pois ao ser indagado se as informacgdes e conteldos presentes
nas atividades foram claras e de facil compreensao respondeu que foram bastante
claras, com conteudos organizados em etapas e textos explicativos (textos
histdricos) a respeito das Geometrias.

O excerto do Al12, se refere a Q5, questdo esta que indaga se as

aulas foram interessantes e despertaram a curiosidade. O aluno respondeu que
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foram interessantes, criativas e dinamicas o que fez com que ele tivesse vontade de
aprender cada vez mais.

Em relacdo a Unidade Fragilidades percebemos que o A8 ficou com
duvidas em relacdo ao desenvolvimento das férmulas apresentadas no decorrer do
E4 (area e volume da esfera). Porém, desenvolvé-las seria inviavel por conta do
nivel de conhecimento matematico que tais alunos deveriam ter. J& o Al6, sentiu
dificuldade em resolver os calculos que envolvem area e volume.

O Quadro 45 exibe a quantidade de respostas dadas em relacédo a

essa Unidade.

Quadro 45 — Caracteristicas da Sequéncia Didatica — Analise

Quantitativa
Aétlwdade/ Potencialidades | Fragilidades
ncontro
Q3/AVF1 17 5
Q4/AVF1 14 8
Q5/AVF1 22 0
Total 53 13

Fonte: Os Autores (2017)

Pela andlise dos dados ficou evidente que a Fragilidade da SD
concentrou-se na utilizacdo das formulas utilizadas para a resolucédo dos problemas
propostos e compreensao do desenvolvimento das mesmas.

J4 em relacdo as Potencialidades, a maioria apontou que o0s
exercicios estavam bem explicados, as aulas bastante dinamicas por utilizar
materiais manipulaveis, promovendo uma maior compreensdo dos conceitos
apresentados; os fragmentos histéricos estavam claros e um ponto muito importante
observado pelas pesquisadoras é que a SD é autossuficiente, pois o0s alunos
apresentaram autonomia para resolvé-las sem grandes intervengdes da professora.

Em suma, um dos objetivos desta Sequéncia Didatica é o de
propiciar aos professores recursos diferenciados para apresentar o contetudo e, aos
alunos, a oportunidade de aprender coisas novas. De acordo com Zabala (1998,
p.86)

Nem tudo se aprende do mesmo modo, no mesmo tempo nem com o
mesmo trabalho. [...] refletir sobre o que implica aprender o que
propomos, e o que implica aprendé-lo de maneira significativa, pode



154

nos conduzir a estabelecer propostas mais fundamentadas,
suscetiveis de ajudar mais os alunos e ajudar a nés mesmos.

Assim, propomos aos professores do Ensino Médio a exploracéao da
Sequéncia Didatica, que utiliza de diferentes estratégias para apresentar um

contetdo, o que torna as aulas mais dindmicas e induz a participacdo ativa dos

alunos envolvidos, cooperando assim, para a aprendizagem efetiva.
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CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo geral desta pesquisa foi investigar como se da a
elaboracdo de uma Sequéncia Didatica para o Ensino da Geometria ndo Euclidiana
de curvatura positiva — Geometria Esférica, segundo a abordagem metodol6gica
histérico-epistemoldgica, voltada para alunos da 12 série do Ensino Médio, a fim de
proporcionar uma aprendizagem efetiva de um conteddo.

Para esta pesquisa, elaboramos uma Sequéncia Didatica com
enfoques na Geometria ndo Euclidiana de curvatura positiva; na abordagem
Histérico-Epistemoldgica; na Didatica da Matematica e nas orientagbes defendidas
por Zabala (2010) para a elaboracédo das atividades que compdem a SD.

Acreditamos que os resultados atingidos deverdo proporcionar aos
professores de Matematica do Ensino Médio o suporte necessério para aprofundar
seus conhecimentos em relacdo as Geometrias ndo Euclidianas, sobretudo a de
Curvatura Positiva e aplicar a SD aqui proposta de maneira efetiva.

As Geometrias ndo Euclidianas de curvatura positiva — ainda pouco
abordadas em sala de aula por motivo de formacao deficitaria do professor,
auséncia do assunto em livros didaticos e nimero escasso de pesquisas cientificas,
como comprovado na Revisdo Sistematica de Literatura — sdo de fundamental
importancia para o desenvolvimento intelectual do individuo.

E necessario que o aluno tenha consciéncia que a Geometria
Euclidiana ndo é Unica e que diversas situacdes probleméticas, tanto em nosso
cotidiano quanto no ambito cientifico, s6 podem ser solucionadas por meio das
Geometrias ndo Euclidianas. Desta forma, apresentamos uma visdo ampliada dos
espacos presentes em nosso cotidiano, promovendo o desenvolvimento critico e
reflexivo dos nossos alunos.

A utilizacdo da abordagem historico-epistemologica evidenciou
alguns beneficios, visto que nossos alunos demonstraram interesse e fascinacéo ao
descobrir que a Matematica também apresentou obstaculos em seu
desenvolvimento e que, durante um longo periodo de tempo, matematicos de
diferentes lugares do mundo entraram em conflitos de ideias, provando que o
conteudo que chega até a sala de aula ndo é algo pronto e acabado, afinal por tras
do conhecimento que esta posto hoje, houve envolvimento de diversos intelectuais

gue objetivavam suprir as necessidades de suas épocas. Desta forma, o professor
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proporciona a humanizacdo da matéria (MATTHEWS, 1995).

E importante salientar que a maneira como a Histéria é apresentada
faz grande diferenca no nivel de interesse que a mesma possa causar nos alunos.
Focar demasiadamente em dados irrelevantes, datas e nomes tem grandes chances
de tornar o ensino enfadonho. Desta forma, € importante enfatizar o
desenvolvimento cientifico dos conteddos em detrimento de dados factuais, por
exemplo.

A Didética da Matematica nos proporcionou, para a elaboracédo da
SD apresentada nesta pesquisa, uma visao de como se da a inser¢ao do conteudo
matematico em sala de aula. Foi por meio das contribuices de D’Amore (2007) que
cuidamos para criar situacdes e apresentar o conteudo da Geometria ndo Euclidiana
de curvatura positiva em sala de aula de maneira que tornasse a aprendizagem mais
efetiva.

Desta forma, refletindo sobre as orientagdes de D’Amore (2007),
desenvolvemos um jogo para facilitar a interpretacdo do desenvolvimento histérico
das Geometrias ndo Euclidianas, pois evidenciamos que, pela experiéncia de nossa
pratica docente, os alunos podem nado apreciar a leitura de textos longos,
minimizando os beneficios que a abordagem oferece. Destarte, encontramos no jogo
uma possibilidade de tornar a aprendizagem mais interessante, pois proporciona o
envolvimento ativo dos estudantes.

As concepcdes de Zabala (2010) a respeito do conceito de uma SD,
de como elaborar as atividades que as compdem e de como avalid-las também
contribuiram muito no desenvolvimento do produto educacional produzido para esta
pesquisa. A diversidade de conteudos presente na proposta — conteudos factuais,
conceituais, procedimentais e atitudinais — colaborou para que fosse possivel
elaborar uma sequéncia rica em tarefas variadas que visam de modo a atingir
objetivos diversos, proporcionando o desenvolvimento de capacidades distintas em
nossos educandos.

Articular os aportes teoéricos citados, foi crucial para o
desenvolvimento de uma SD eficiente para o ensino da Geometria ndo Euclidiana de
curvatura positiva, pois hodiernamente, repensar nossa pratica docente, sobre o que
ensinamos, como ensinamos e para quem ensinamos € primordial para atingirmos
resultados cada vez mais positivos. Frente as novas tecnologias que divertem e

satisfazem nossos alunos, ensinar bem requer a utilizacdo de metodologias e
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recursos diferenciados a fim de fazer com que os estudantes se sintam motivados a
aprender.

Assim sendo, percebemos que, durante a aplicacdo da SD proposta,
as discussdes e as trocas de ideias entre os alunos mostraram o interesse e
excitacdo que as atividades provocaram. O assunto inédito, a maneira progressiva
como as atividades foram apresentadas e 0s materiais exigidos para o
desenvolvimento desta, fez com a turma se mostrasse estimulada a aprender. Além
disso, a SD elaborada apresentou-se autossuficiente, uma vez que os alunos
mostraram autonomia ao realizarem as atividades sem grandes intervencdes do
professor, permitindo com que este assumisse o papel de mediador.

Pela analise dos dados, os resultados foram satisfatorios para a
aprendizagem do conteudo, pois na primeira categoria analisada, Conhecimentos
Especificos, 84,4% dos alunos responderam as atividades propostas na SD de
maneira adequada; 7,8% responderam de maneira parcialmente adequada e 7,8%
responderam de maneira indequada.

Na segunda categoria, Abordagem Metodolégica de Ensino, 75%
dos alunos expressaram que tal abordagem viabiliza a aprendizagem do contetdo e
25% relataram que viabilizou parcialmente a aprendizagem. Ainda em relagdo a
segunda categoria, 100% dos alunos analisados classificaram como positiva a
articulacdo entre a abordagem histérico-epistemoldgica e o jogo para a melhor
compreensao do desenvolvimento historico da Geometria de curvatura posititva.

Em relacdo a terceira categoria, Caracteristicas da Sequéncia
Didética, 80,3% dos alunos encontraram nela potencialidades e 19,7% notaram
fragilidades em torno do desenvolvimento das formulas apresentadas para o calculo
da area e volume da esfera. Porém, como ja citado anteriormente, desenvolver
essas formulas né&o foi viavel, visto que o conhecimento matematico necessario para
a compreenséo de tal desenvolvimento (calculo integral) esta além do conhecimento
adquirido em uma 12 série do Ensino Médio.

Em suma, os resultados da pesquisa evidenciam que a SD
elaborada — contemplando as Geometrias ndo Euclidianas, sobretudo de curvatura
positiva por meio da abordagem histérico-epistemologica, articulada com a Didatica
da Matematica e as concepcgdes propostas por Zabala (2010) — mostrou-se eficiente
no ensino deste conteudo, proporcionando aos estudantes — que se revelaram ativos

no processo — a construcao gradual e efetiva do conhecimento.
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Portanto, consideramos que o assunto abordado nesta pesquisa e a
Sequéncia Didatica elaborada foram eficientes e atingiram resultados satisfatérios
para o ensino da Geometrias Esférica. A partir desse produto educacional outros
podem ser desenvolvidos, com vistas a um aprofundamento das atividades, ou
mesmo uma adequacdo da Sequéncia Didatica, para diferentes niveis e contextos

de ensino.
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APENDICE A
TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO PARA MENORES DE IDADE

Gostariamos de obter o seu consentimento para o(a) menor
participar como
voluntario(a) da pesquisa intitulada: Geometria ndo Euclidiana de Curvatura
Positiva: uma proposta de sequéncia didatica a luz da abordagem histérico-
epistemoldgica, referente ao Trabalho de Conclusédo de Curso do Programa de Pos-
Graduagdo em Ensino da Universidade Estadual do Norte do Parana, Campus
Cornélio Procopio.

A forma de participagdo consiste na realizagdo de atividades
propostas pelas pesquisadoras no periodo de contraturno escolar.

O nome do(a) aluno(a) ndo sera utilizado em qualquer fase da
pesquisa, 0 que garante o anonimato. A divulgacdo dos resultados sera de forma a
nao identificar os(as) voluntarios(as).

Mesmo depois de consentir com a participacdo do(a) menor, vocé
pode desistir da continuagéo da participacdo do mesmo, ou seja, vocé tem o direito
e a liberdade de retirar seu consentimento em qualquer fase da pesquisa, seja antes
ou depois da coleta de dados, independente do motivo e sem nenhum prejuizo ao
aluno(a).

Vocé ndo tera despesa alguma e, também ndo recebera
remuneracao alguma.

Desde ja agradecemos a atencao e a participacdo e colocamo-nos a
disposicéo para maiores informacdes.

Em caso de davidas ou informacdes, entre em contato com as
pesquisadoras nos enderecos  eletrbnicos: XXXXXXXXXX@XXXXX. XX  Ou
XXXXXXXXXX @ XXXXX. XX OU pelos telefones: (XX) XXXXX-XXXX; OU  (XX) XXXXX-XXXX.

Eu, (nom
e do responsavel ou representante legal), portador do RG n°
, confirmo que as pesquisadoras XXXxXXxxxxxx e Prof2 Dra,
XXXXXXXXXX explicaram-me 0s objetivos desta pesquisa, bem como a forma de
participacdo do(a) menor. Eu li e compreendi este Termo de Consentimento,
portanto, eu concordo em dar meu consentimento para que o(a) menor participe
como voluntario(a) desta pesquisa.

Bandeirantes / 12017

Assinatura do responsavel ou representante legal.


mailto:xxxxxxxxxx@xxxxx.xx
mailto:bruna.barbosa02@hotmail.com
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APENDICE B
TERMO DE ASSENTIMENTO

Eu, , concordo em
participar como voluntario(a) da pesquisa intitulada: Geometria ndo Euclidiana de
Curvatura Positiva: uma proposta de sequéncia didatica a luz da abordagem
historico-epistemoldgica, das pesquisadoras XXXXXXXXXXX € Prof® Dra, XXXXXXXXXXX,
referente ao Trabalho de Conclusédo de Curso do Programa de Pés-Graduagdo em
Ensino da Universidade Estadual do Norte do Parana, Campus Cornélio Procopio,
desde que seja garantido meu anonimato nas publicacdes e divulgacbes dos
resultados desta pesquisa.

Assinatura do(a) aluno(a)

Assinatura dos Pesquisadores responsaveis:

XXXXXXXXXXXKXXXX XXXXXXXXXXXKXXXXK
Pesquisadora Orientadora

Cornélio Procopio [ /2017



